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Avant - Propos

Ce polycopié constitue un support de cours du module « Traitement Avancé du
signal » destinés aux étudiants de la 1¢* année Master Electronique des systéemes embarqués
et tous ceux qui veulent apprendre les méthodes d’analyse et de traitement des signaux les
plus courantes. L’objectif de ce cours est permettant a 1'étudiant de comprendre les
principales techniques de traitement numérique de signal concernant les filtres numériques,
ainsi que les différents concepts des signaux aléatoires et les processus stochastiques.

Le lecteur de ce document doit avoir des connaissances particulieres préalables des
concepts de fondamentaux de traitement du signal a savoir, la transformée de Fourier, la
convolution et la corrélation, I’analyse et synthése des filtres analogiques, 1'échantillonnage

des signaux et Transformées de Fourier Discrete (DFT) et rapide FFT.

Ce document a pour but de vous apporter une bonne compréhension de I'analyse et
du traitement des signaux déterministes et aléatoires. Bien stir, nous allons détailler les
méthodes de filtrage numériques, rappeler les différentes notions des signaux aléatoires et
les processus stochastiques, présenter les différents méthodes d’estimation spectrale que

I’analyse temps- fréquence et temps-échelle des signaux.

il
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Chapitre 1
Rappels sur les Filtres Numériques
(RIF et RII)

1.1. Transformation en Z

La transformée en Z, notée TZ est un outil précieux d’analyse et de traitement de signaux
numériques. Cette transformée est I’équivalent dans le domaine discret de la transformée de
Laplace pour le domaine continu. Elle permet de décrire facilement les signaux a temps discret et
la réponse des systémes linéaires invariants soumis a des entrées diverses. Ce type de transformée
en Z permet de calculer la réponse impulsionnelle d’un systeme linéaire invariant décrit par une
équation aux différences finies. Elle permet aussi de représenter les systémes numériques linéaires
et d’interpréter les caractéristiques des signaux et des filtres numériques dans le domaine des
fréquences. La transformée de Fourier discréte est un cas particulier de la transformée en Z.

1.1.1. Définition

Pour arriver a la transformée en Z, la premicre étape est de discrétiser le signal x(t) pour obtenir
x(n). C’est une fagon commode de représenter graphiquement une séquence numérique x(n)
constituée des valeurs du signal x(t) aux instants t =0, Te, 2Te ... On supposera que le signal x(t)
est nul pour t<0.

X2 X3
X1 X4
X0 ‘ ‘ N
I ,
'l' Ll
Te 2Te 3Te 4Te S5Te Temps

Figure 1. 1. Séquence d’échantillons.

On appelle transformée en Z de la séquence numérique x(n), le polyndme X (z) défini par :
X(z2)=xg+x1.2 V4 x3.27 2+ x3.273 + -

La transformée en Z directe bilatérale d’un signal a temps discret x(n) est définie par :
+00

X(z)=TZ[x(n)] = Z x(n)z™" (1.1

n=-—oo
Ou z = r.e/® est une variable complexe (z € C) définie partout ou cette série converge. Les
signaux discrets étant la plupart du temps causaux, on définit plutdt la transformée en Z (dite

unilatérale) par :
+00

X@) = TZIxm] = ) x(mz™" (12)
n=0
En considérant I’expression de la Transformée de Fourier a temps discréte :
+0o0
X(f) = TFTD[x(n)] = Z x(n)e™J2m/m (1.3)
n=0
Pour z = e/2™T | ]a transformée en Z de la suite x(n) coincide avec sa transformée de Fourier :
X(Z)IzzejznfT = X(f) (1'4)
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Exemple :
1- Séquence impulsion unité : x(n) = &(n) 1
(1 si n=0
x(")_{o si n#0 S
0 I ot
X(2) = TZ{5(n)} = Z 177" = 1 Figure 1. 2. Séquence impulsion unité.
n=0
2- Séquence ¢chelon : x(n) = u(n)
(1 n=0 1
= = = 14,72 4. T >t
X(2) =TZ{u(m)} = z zZt=1+z7 427"+ Figure 1. 3. Séquence échelon.
n=0

La somme est celle de la suite géométrique (z~1)™ de raison z~ ! qui est finie si |[z71| < 1, dans

ce cas, la somme est :

X@)=1+z1+z24z3% . =——=2 sijzl <1
1-z z—-1
3- Exponentielle réelle : x(n) = a™u(n)
X(2) = TZ{a"u(n)} = Z @tz = Z(az‘l)"
n=0 n=0

La somme est celle de la suite géométrique (az~1)™ de raison az™ ! qui est finie si [az™| < 1,=

|z| > |a|, dans ce cas, la somme est :

X(z) = — =La si|z| > |a

1-az™1 z—

4- Soit la séquence x(n) = (1,2,3,5,0,2) on peut écrire x(n) = §(n) +2.6(n—1)+3.6(n —2) +
58(n—3)+ 2.6(n—5). Alors: X(z) =1+ 2z7! +3z72 45273 +2z7°

1.1.2.Région de convergence

La Région De Convergence (RDC) est importante a comprendre car elle définit la région ou
la transformée en Z existe. Le RDC pour un x(n) donné est défini comme la plage de z pour
laquelle la transformée en Z converge. Puisque la transformée en Z est une série de puissances,
elle converge lorsque x(n).z~™" est absolument sommable.

RDC = {z = c/Z|x(n).Z-n| < +oo} (1.5)

Pour déterminer la région de convergence, on utilise le critére de Cauchy sur la convergence des

séries de puissance. La série géométrique S :

[00]
S=ZUn=U0+U1+---+Un+--- (1.6)
n=0
Converge si la condition suffisante suivante est satisfaite :

1
lim [Un)|n < 1 (1.7)
n-—-+oo
Dans le casde TZ, on a :
1 1
lim [x(n)z *n< 1 et lim |[x(n)|n|z7 < 1
n-+oo n-+o

Posons :
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1
lim [x(n)|n =7 (1.8)
n—-+oo
D’apres la relation précédente :
1 1 1
z7 <= = - <= (1.9)
r z T

La série converge donc pour |z| > 7.
La figure suivante représente le domaine de convergence dans le plan complexe pour la série

X(z) =

= qui converge si et seulement si |a z71| < 1, ¢c’est-a-dire ssi |z| > |a |.

1
1-az™1

Figure 1. 4. Domaine de convergence, X(z) =

D’une maniere générale, la région de convergence est toujours une couronne, c’est a dire est
définie par I’ensemble des points z tels que r; < |z| < 1, ou 1y peut étre nul et r, peut étre oo,
fivi =)

A\
i f@

w

Figure 1. 5. Illustration d’une couronne de convergence.

Exemple :
1) x(n) = 8§(n), X(z) = z° = 1, larégion de convergence est C

2)x(m) = u(n): X(2) = Ynoz " = = >
La RDC est ici I’extérieur du disque unité,

Convergent pour |z <1 = |z| > 1.

3)x(n) =a™u(n): X(z) =Yy a"z " =Yy (az")" = 1_;_1 , avec un domaine de

convergences |az™l| <1 = |z| > |al.

1.1.3.Quelques propriétés de la transformation en Z

La transformation en Z posséde des propriétés similaires a celles de la transformation de Laplace.
Les propriétés les plus utilisées sont rappelées ci-apres sans démonstration.

1. La linéarité : Soient deux signaux a temps discret x(n) et y(n) ayant pour transformées en Z
respectives X(z) et Y(z).

TZ{ax[n]+ by[n]} = aX(2)+ bY (2) (1.10)
2. Le retard :

TZ {x[n—k]}= z7% X(2) (1.11)
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3. Le théoréme de I’avance :

k-1
TZ (x[n +k]} = 2%k |TZ{x(n)} - Z x() 27 (1.12)
j=0
4. La multiplication par une séquence exponentielle :
z
n = x(=
TZ {a" x[n]} = X (a) (1.13)
5. L’inversion de temps
1
TZ (x[-n]} = X (—) (1.14)
z
6. La dérivation dans le domaine z
dk
TZ {(n*.x[n]} = (-1)k - szX(z) (1.15)
z
7. Convolution :
TZ{x(n) xy(n)} = X(z) X Y(2) (1.16)
8. Corrélation :
TZ{x(n) @ y(n)} = X(2) x Y (z™1) (1.17)
9. Théoreme de la valeur initiale : soit x(n) signal causal
x[0] = lim X(2) (1.18)
Z—00
10. Théoréme de la valeur finale (si le systéme est stable) :
x[oo] = lirrll(z -1 X(2) (1.19)
Z—>

1.1.4. Transformée en Z inverse
La transformée en Z inverse permet de retrouver la séquence discréte x(n) a partir de sa
transformée directe en Z X (z). A partir d’une liste de transformées en Z des signaux élémentaires
connus, il peut étre efficace de retrouver des signaux temporels. Cependant, lorsque la transformée
ne peut facilement s’écrire comme la combinaison de transformées élémentaires, il reste les
techniques générales de transformation inverse :

1. L’intégration sur un contour fermé en utilisant le calcul des résidus,
2. Le d’développement en puissance de z et de z—1,
3. Led’développement en fractions ¢lémentaires.

1.1.4.1. Transformée inverse par intégration et méthode des résidus
Pour trouver transformée inverse en Z par la méthode des résidus, on peut s’aider utilement du
théoréme de Cauchy qui établit que :

x(n) = %ﬁ X(z) z"ldz (1.20)

Ou [ étant un contour fermé d’intégration renfermant I’origine.

L’intégrale précédente consiste a sommer z"~1X(z) pour des valeurs de z prises sur un contour
fermé /" du plan complexe qui contient I’origine du plan tout en étant inclus dans le domaine de
convergence de la fonction. Le théoréme des résidus est souvent utilisé¢ pour déterminer x(n) :

x(n) = z Résidus de R(z) aux Poles p; (1.21)
Tous les pdles p; de R(z)
Avec R(z) = z"'X(2) = % sous forme fractionnelle.
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On notera plutot :
x(n) = Z Res(z" X (2),p;) (1.22)
Vp; €Dcy

Le calcul des résidus dépend de la présence de pdles simples ou multiples sur R(z), i.e. dépend de
la présence de zéros simples ou doubles sur D (z).

1. Poles simples de R(z) : p; tel que D(z)|,, = 0
coded [Nz} = (2 — P ) F{z) aver Fp) # 0 alors

[ Niz)
-Eih':nri.[:':'-;‘l'_:':;:'-_]Jl:l y J
_:_ H‘I_] P

2. Poles multiples d’ordre m de R(z) : p; tel que D(2)[,, = 0.
crdied : INz) = (2 = )T Fz) mvee Fip;) # 0 alors

1 gm—=1 r Nis
Kes((z),pi) = , AV .|:|
¥ —

n— 1} dzm=| II:: pil IN#)

1.1.4.2. Transformée inverse par division polyndmiale

11 est possible de calculer la transformée en Z inverse selon les puissances croissantes de z~* ou
selon les puissances décroissantes de z. S’il est possible d’écrire X(z) comme une série de
puissances de z~¥, Iunicité de la transformation directe conduit a prendre les coefficients de la

série pour le signal temporel. Si
+00

N(2) .
X(z) = D) " Z CnZ (1.23)
Par identification, alors,
x(n) =c¢, (1.24)

Exemple : On recherche par exemple la réponse impulsionnelle d’un systéme décrit par 1’équation
aux différences suivante :

y(n) = y(n—3) + x(n)

1
1-z73

On trouve aisément : X (2) = x(n) causale

En utilisant la limite des séries géométriques, on a :

1 [ee] [o0)
T, 2(2"3)" = 22_3" =14+z34+2°%4...
k=0 k=0

On obtient donc :
x(n) = Z 6(n — 3k)
k=0

Il s’agit ici d’un cas simple d’utilisation des séries géométriques (développement en série de
Laurent).
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1.1.4.3. Transformée inverse par décomposition en fractions rationnelles

L’idée générale de cette approche consiste a trouver pour une fonction X(z) complexe un
développement en fonctions en Z plus simples et pour lesquelles une transformée inverse est
connue.

En appliquant le principe de linéarité de la transformée, il est aisé de recomposer le signal temporel
inverse a partir des signaux temporels correspondant a chacune des transformées élémentaires. En
supposant :

X(2)=a,X.(2) + ayX,(z2) + -+ a X, (2) (1.25)
La transformée inverse en Z est obtenue par :
x(n) = a;x;(n) + ayx,(n) + -+ a X, (n) (1.26)

La classe des transformées en Z rationnelles peut toujours s’écrire selon ce principe. On écrira

alors :
X(2) L e, 4 (1.27)
Z)=«a a )
1Z—P1 ZZ—Pz

On aura alors la TZI:
x(n) = a;p! + aypy + -+ (1.28)
D@
D(z)
= Les poles z; tels que D(z) = 0. C’est I’équation caractéristiques associée a X (2).

La fonction est sous forme polynomiale : X(z) =

= Les zéros z; tels que N(z) = 0.

Supposons qu’on a une forme rationnelle en termes de z~1

_N(@) _ Xilobez™™ @Z_M MLz — z) o [T (1 = zz™h)

X(z) = = = — =— (1.29)
D(z) Yi-oaz™® agz VNI (z—pu)  aolli=;(1—prz™?)
o Siledegré de N(z) est inférieure a celuide D(z) : M < N
N
A
X(2) = Z — (1.30)
1-— PrZ
k=1
La transformée inverse sera :
N
x() = ) A" u() (131)
k=1

La régle pour appliquer la décomposition en fraction simple :
1) Supprimer tous les exposants négatifs,
2) Déterminer X(z)/ z,
3) Multiplier X(z)/ z par z,
4) utiliser les régles de table de la transformée en z.

La décomposition en fraction simple se fait en respectant les différents cas figurants dans les régles
suivantes :
a) Si tous les poles sont simples : le calcule de Ay sous fait par :

Ay Ay Am X(2)
Z—p1 + Z=p2 + + Z=Pm k (Z pk) z lz=py
b) Si les poles sont multiples : le calcule de Aj, sous fait par :
Am oy Ames LA B S (RS (C)
) + (z-p)? oot (z—p)m = A = (k=1)! dzk-1 ((Z pk) z ) 7=y
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o Sile degré de N(z) est supérieure ou égale a celui deD(z) :M >N

k4 Ay
X(z) = z Crz z p——— (1.32)
La transformée inverse sera :
M-N
x(n) = Z Ces(n—k) + Z A(pO™ u(n) (133)

1
1-3z7142z72

Exemple 1: soit X(z) =

Z2 2

. eqy 2 _ _ Z , o, rqr
On multipilé par z°on trouve X(z) = eyl et La décomposition en éléments
. L. X2 z A A, T X(Z)
simples, on écrit = e DD = @D + o_p avec A = }ll_rg(z 1) —= -1 et
A, =lim(z — 2) — X(Z)
n-2

s, & X2 -1 _ 2z
D’ou =D + (Z 5> X(z) = = 1) + =)
Donc x(n) = —u(n) + 2.(2)"u(n) = ()" — Du(n)

. 2z2-8z+5
Exemple 2 : soit X(2) = D@D
La décomposons X(z) en éléments simples donne : X(z) = 2 — ﬁ + ( 5 qu’on peut écrit :
71 -1

X(z)=2- +—= d’ou par I’application « inverse » du théoreme de retard (et la

(1- 22‘1) 1-z-1y
transformée usuelles) on trouve : x(n) = 2.6(n) — 3.2" lu(n — 1) +u(n —1)

1.1.5. Transformées en z usuelles
Les transformées en z de quelques fonctions les plus utilisées en traitement du signal sont
présentées dans la Table 1.1. Quelques transformations usuelles peuvent étre utilisées.

Signal ={n) Transformeas a&n X ..t{.i:l Domaine de canvergance
L | | C
2 uih] E——— |2 =1
1
X
3 ﬂll['l'l] m |I'| = 1
1
i i wefm] |2 = ja|
1 T
-1
[« &
5 e —_— & = |m
(] p— > |a|
- 1 1
-] —a~uf[—n — 1] o 3 f= < {mf
ar?
T mauf—n — 1 —_— |z = {m|
[ ] {1 —mx1)2
| - LT |
8 eoauynjuin] £ chlen) FES

1 — 2= -'ﬂl'.-a[r.-.-c}-l- F—3
2! minfeay )

1 2z % comfag ) + x4

-] s i k] | 2| 2= 1

I = 1 . [ |
10 o™ e i ] e "jz:.tu{::l:]*—lujn"s ~ |2 = |a

-1 &
11 a® whanf sy m ] ar " sinfumn ) . |2l = |a|
1 Jaz—! cosfwyg) &+ a2

Tableau 1.1. Transformées en Z de fonctions usuelles.
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1.2. Les systémes discrets

1.2.1. Définition

Un systeme a temps discret est un systeme qui transforme un signal d’entrée a temps discret,
appelé signal d’excitation, en un signal de sortie a temps discret, appelé signal de réponse.
Un signal d’entrée x[n] est transformé en un signal de sortie y[n] et on note :

H
x[n]=y[n] ou y[n]=H{x[n]}
Notation : x[n]ou x(n)
H symbolise la transformation (opérateur) effectuée par le systeme discret.
V] vinl = H|x[n])

'IJ—rl'!—Ll — | Sysiéme decret .,_TIII|1I

X
\.igl:l:l] ol enilide signal cl winites

Figure 1. 6. Représentation d’un systéme discret.

Ce sont des systemes ou opérateurs qui transforment des signaux discrets en signaux discrets.
La réponse d’un systéme y(n) a une excitation x(n) est définie par I’équation aux différences
linéaires a coefficients constants suivant :

M N
ym) = ) bx(n == ) ayn-0
j=0 i=1

1.2.2. Schéma fonctionnel d’un systéme numérique

Un systéupe mumérigque peut Stre déerit, comme on 1’a va, par la donndée d'une
équation liant le signal de sortic au signal d'entrée. On peut &galement, el c'est
réguernment le cas, représenler ces systémes & 'aide de diagrammes fonctionnels,

Cenx-ci illustrent alors graphiguement les opérations effectudées sur le signal d’entrée
ainsh que les connexions les reliant. Les plus edgquentes sont Uadditionde 2 signanix
(&), In multiplication de 2 signaux entre eux (3. la mulliplication d'un signal par
un cooflicient (—+), le décalage avant (2] el le déealage arritre (= 1)

xzfn] %alm|

vla] = xalm] -+ x2im|
i

¥in] = xqln] - xaln]
e

xfn]————a| - Xy [n] = B 0§
g S —_—
Addition Multiplicatéon des signnx
xgle]
x, ] =
T
¥ yin} = axfa] cn) ) et s L I L4
xin]- B - 3 =7
Muliiphication par scakxire e SapElog

L™

“1"]—"‘ —L-':r o = xia =1 ] a- . __I"L'_] = xfn+ 1]

diecalame arribne wialage avam

Figure 1. 7. Schémas fonctionnels (diagramme bloc) de base
d’un systéme numérique.
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Le schéma fonctionnel correspondant a 1’équation non linéaire suivante :
y(n) = 0.5 (xq[n] + x;[n—1]) . x3[n] + 0.3 y[n — 1]
est:

i =l f— .
afn] /—L A8 L N yin]
: (e —e{ )
Moyenre dorde2 | Y as
‘ - |
ol vin-t)| © |

Figure 1. 8. Schéma fonctionnel d’un systéme numérique
1.2.3. Classification des systémes :
v" Un systéme est linéaire, si ’il satisfait au principe de superposition :
}
1) |i?| ll—lli- iy I.Ijl (smozdnsts)

X H"l il:[”i y IIll:- '||'! |”; +'|.': 1]']' {addativite)

Hlapxy[n] + aaxa[n]) = ay Hix (0]} +axHxan]) vy nl. xal 0. ay. 0 (1.34)
Exemple 1 :
yin| = y[n — 1]+ =(n]
,e,r[ :-:-| = ,_.J.l;.L] sanl iidales,
sl = =[]
y[n| = 2*[n] st non lindaire

v" Un systéme est causal si la réponse y(n) du systéme a ’instant n = k, ne dépend que des
entrées x(n) aux instants actuelles ou passées n < k,
v" Un systéme invariant dans le temps est un systéme pour lequel un décalage temporel sur le
signal d’entrée conduit a un signal de sortie simplement décalé de la méme valeur :
Si  H{x(m)} =ym)
Alors H{x(n—k)}=y(n—k) VnkeZ (1.35)

Exemple 2 :
Le systeme y[n] = x[n] — x[n — 1] est invariant dans le temps, tandis que les deux systémes

y[n] = x[—n] et y[n] = nx[n] sont variants dans le temps.

1.3. Les Systemes discrets lin€aires et invariants (SLI)

Soit un systeme discret linéaire et invariant (SLI) transformant un signal d’entrée x[n] en un signal
de sortie y[n] tel que -

y[n] - H{x[n]} (1.36)
La réponse impulsionnelle d’un systéme discret, noté 4(n) est sa réponse a une excitation du type
impulsion de dirac §(n). En effet, nous avons :
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Sin] s hin] = Aln| = (8]} opémen di systéme
Imgul<ion Linin Eesponse Impaliionnells: Bl
I &l | el 1
syséme LTI | | ]
e S |11y
i} [ LU &

Figure 1. 9. Réponse impulsionnelle d’un systéme SLI.

Tout signal numérique quelconque x(n) peut étre considéré comme une suite d’impulsions

d’amplitude variable :
+00

x[n] = Z x[k]. 8[n — k] (137)
k——o0
Puisque les systémes que nous examinerons dés a présent sont linéaires et invariants dans le temps,
la réponse de ceux-ci au signal x[n] sera constituée d’une somme de réponses dues a chaque
impulsion x[k].6[n — k] etona:
i) s hin] = dln — k] —ts fin—K]  darimce fenporil

y[n] = H{x[n]} = H Z x[k].8[n — k]} - Z x[k].H{[n — K]} linéaire

k——o0 k——o0
+00
y[n] = Z x[k]. h[n — k] (1.38)
k——o0
Cette relation important porte le nom de produit de convolution numérique et on a :
y(m) = x(n) * h(n) = h(n) * x(n) (1.39)
+00 +o
y[n] = Z x[k].h[n — k] = Z h{k]. x[n — k] (1.40)
k——o0 k——o0

1.3. 1. Propriétés des systemes SLI

1.3.1.1. Equation aux différences finie

Les systémes linéaires invariants discret (SLI) décrits par une équation aux différences finies qui
reliant la sortie y(n) et 'entrée x(n). Ces systemes possedent une transformée en Z rationnelle
c’est ainsi que celles-ci vont s’écrire comme le rapport de deux polyndmes en z.
Mathématiquement, 1’excitation et la réponse d’un systéme linéaire invariant satisfont 1’équation
aux différences lin€aires a coefficients constants suivant :

N M
Z ay(n—i)= ) bjx(n—j) (1.41)
i=0 j=0

Ou q; et bj représentent les coefficients du systéme lin€aire invariant.

N b RN .
ym =) Lxm—p-) Lym-0 (142)
=% = %o

En normalisant a, = 1, on obtient I’équation aux différences finies du systeme SLI :

M N
ym) = ) bx(n == ) ayn-0 (143)
j=0 i=1
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1.3.1.2. Fonction de transfert
En appliquant la transformée en Z aux membres de I’équation aux différences finie, on utilise la
régle de passage trés simple :

x(n=j) = X@z7 et y(n—-D~> Y@z avec z7!

opérateur de retard
En utilisant cette régle, I’équation aux différences du systéme devient :

N M
(1 + Z a; Z_i> Y(2) = z b]-Z_j x(z) (1.44)
=0

i=1

Ce qui donne la fonction de transfert H(z) du systéme en z du filtre :

— Y(2) _ 29'4:0 ij_j by + by.z7t + -+ by.z7 ™ ~ B(2)

H(z) = = - = =
() X(z) 1+¥N. gzt 14apzt+-+ayz?V A2

(1.45)

La fonction de transfert du systéme H(z) est une fraction rationnelle. Les a; et les b; sont les
coefficients du systéme. Certains coefficients du systéme peuvent étre nuls. Pour faire apparaitre
la réponse en fréquence, il suffit de remplacer dans H(z), la variable Z par /2™ .

En mettant en évidence les racines des deux polyndmes, on peut exprimer H(z) par :

(z—2)(2—2) ..(z — zy) —p H?/I=1(Z - Zj) —p H?/I=1(1 - ij_l)
(z-p)(z—p2)..(z—py) ~ °TIN,Gz-p) CTIL,(1-pizt)

Les z; et p; sont respectivement les zéros et les pdles de la fonction de transfert H (z).

H(z) = b, (1.46)

1.3.1.3. Réponse d’un systeme

La réponse impulsionnelle d’un systéme discret est sa réponse a une entrée sous forme d’impulsion
de Dirac. La réponse y(n) d’un systeme discret linéaire invariant ayant une réponse impulsionnelle
h(n) soumis a une entrée x(n) est donnée par la convolution y(n) = x(n) * h(n). La convolution se
transforme a une multiplication dans le domaine z. On a donc :

j_. —.!sm-tmf_:am: ..ﬁ] I |

X Y(2)
Y(z) = X(z) xH(z) ou H(z) =
X(2)
La réponse impulsionnelle h(n) est la fonction en Z inverse de H(2) :
h(n) = h(0) + h(1).z7* + h(2).z7% + -+ h(k).z7F + - (1.47)

1.3.1.4. Diagramme des poles et zéros
Comme la transformée de Laplace, on peut faire un diagramme de poles et zéros avec la
transformée en z. On utilise un « X » pour les poles, et « 0 » pour les zéros.

Exemple . soit la fonction de transfert suivant, tracer diagramme des pdles et zérosl

3z-2 ] _:_
H(z) = (z-1)(z+05) ° /’
Un zéro en 2/3 et deux pdles p1=-0.5 et po=1 4] N
1.3.1.5. Stabilité et causalité : L'\ // ko
Avec la contrainte de h(n)

> Causalité : Un systéme linéaire discret invariant est causal si et seulement si sa réponse
impulsionnelle h(n) est causale; = h(n) =0, Vn <0,
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» Stabiliteé :
Un systéme lin€aire discret invariant est stable si la réponse impulsionnelle est absolument

sommable, ¢’est-a-dire
+00

Zlh(n)l < oo (1.48)

— 00
Pour H(z), les contraintes sont : Un systeme discret /inéaire et causal est stable si tous les poles
P; de 1a fonction de transfert H(z) sont a I’intérieur du cercle unité, ¢’est-a-dire |Pi| < 1.

Transmitiance an @ Tranamiflance en §
s TR T HTIR]ENETE
Y i
il Mk
ELE = s
g el ] — 3 W e (el

Figure 1. 10. Critére de stabilité d’un systéme numérique.

1.4. Filtres numériques

1.4.1. Définition

Un filtre numérique est un systéme lin€aire et invariant (SLI) utilisé¢ pour modifier la représentation
temporelle et fréquentielle d’un signal numérique d’entrée en le transformant en un signal
numérique désiré en sortie. Il réalise une opération de convolution entre le signal d’entrée x(n) et
la réponse impulsionnelle du filtre h(n) comme le montre la figure suivante :

x(n)  —> k) ——> ym)
Avec :
y(n) = h(n) * x(n) = Z h(k).x(n — k) (1.49)
k——o0

La transformée en z du signal de sortie sera :

Y(z) = H(2). X(2) (1.50)
Ou H(z) est appelée la fonction de transfert du filtre numérique.
Nous avons vu qu’un systéme pouvait étre décrit par une équation aux différences linéaires a
coefficients constants suivant :

M N
y(n) = Z bix(n —j) — Z a;y(n —i) En normalisant q, = 1 (1.51)
j=0 i=1

Utilisant la propriété de lin€arité, la transformée en Z de 1’équation aux différences se calcule

aisément et donne :
N M
(1 + z a; z‘i> Y(z) = Z bz | x(z) (1.52)
j=0

=1
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La fonction de transfert H(z) du systéme est :

Y(Z) _ Z‘]]ylzo ij_j _ bO + bl'Z_l + -+ bM.Z_M

) Xz 1+¥N. az7t 1+4apz7'+--+ayzV ( )
L’équation de la fonction de transfert H (z)peut également étre représentée comme suit :
27 MM, (z — z M (1—-zz1
H(z) = by ez =) T2 = 527) (1.54)

— — Mo —
z NI, (z — o) L, (1 —piz™)

Les z; et p; sont respectivement les z€ros et les poles de la fonction de transfert H(z).
Un filtre causal est stable si tous ses poles sont a I’intérieur du cercle unité.

1.4.2. Spécification des filtres numériques
Un filtre doit laisser passer certaines fréquences, alors qu’il doit en atténuer (voire éliminer)
d’autres. Nous devons donc pouvoir représenter ces contraintes. Il y a quatre filtres de bases :
1. Les filtres passe-bas laissent passer les fréquences inférieures a une fréquence de coupure f.
et bloquent celles qui lui sont supérieures ;
2. Les filtres passe-haut bloquent les fréquences inférieures a une fréquence de coupure f. et
laissent passer celles qui lui sont supérieures ;
3. Les filtres passe-bande laissent passer les fréquences autour d’une fréquence centrale fo (ou
comprises entre fi et /2) et bloquent les autres ;
4. Les filtres réjecteur-de-bande bloquent les fréquences autour d’une fréquence centrale fy (ou
comprises entre fi et f2) et laissent passer les autres ;

En"\- 5" _I'.I'\- T HLF¥ r"-_l'::i' |'I.|!|_? A ."r"
. gy . =t
i o l A e 4 U & in

Cerrernr inirily LR

Figure 1. 11. Réponses fréquentielles idéales des 4 filtres de base.

Ce sont tous des systemes linéaires, discrets, invariants dans le temps et unidimensionnels.
De plus, pour qu’ils soient physiquement réalisables, il faut qu’ils soient nécessairement causaux.

1.4.3. Classification des filtres numériques rationnels : RIF et RII
Les filtres numériques peuvent étre classés selon plusieurs critéres :
1. La longueur de la réponse impulsionnelle implique deux types de filtres RII et RIF.
2. Le type de représentation, ou de structure, implique deux types de filtres récursifs et non
récursifs.
Nous verrons qu’a I’exception d’un cas particulier, les filtres récursifs et non récursifs sont
respectivement équivalents aux filtres RII et RIF.
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1.4.4.1. Filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF)

Dans ces filtres, la sortie y(n) ne dépend que des entrées x(n), x(n — 1), ... et pas des sorties.
Leurs réponse impulsionnelle a support fini pour n < 0 et n > M. Ces filtres sont encore appelés
filtres non récursifs ou MA (Moving Average). lls n’ont pas d’équivalent analogique.

Un filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF) est un systéeme linéaire discret invariant dans le
temps régi par une équation aux différences pour lequel 1’échantillon de sortie y(n) ne dépend que
d’un nombre limité d’échantillons d’entrée x(n). Son équation aux différences est définie par :

M
y(n) = z b x(n — ) (1.55)
=0
Et la fonction de transfert H(z) s’écrit :

M M
H(z) = Z bj.z" = H(z)= Z h(n).z™™ (1.56)
j=0 n=0

On remarque que les coefficients b; du filtre sont les valeurs de la réponse impulsionnelle h(n),

qui se trouve donc étre limitée dans le temps.

M
h(n) = Z b 8(n — J) (1.57)
=0
Ou b; sont les coefficients du filtre (b; = h(n)) et M est longeur du filtre.

Les filtres RIF sont toujours stables car ils n’admettent pas de podles.
La réponse fréquentielle est s’obtient sans difficulté en remplacant la variable z par e/© soit :
z = el

Ona: Q= wT, =2nfT, = ani,alors :

- jZTIkL

M
H(e'?) = H(f) = z h(k).e T (1.58)
k=0

H (ej Q) est appelé la réponse fréquentielle du filtre caractérisé par sa réponse impulsionnelle h (k).
Il s’agit d’un terme complexe qui peut s’exprimer par une partie réelle ou imaginaire ; on adopte
le plus souvent une représentation de type polaire ou 1’on fait référence au module et a la phase de
cette réponse fréquentielle :

H(e/?) = | H(e/?)|efrolH(e!?)] (1.59)
La variable Q = 2m f/f, est la pulsation normalisé¢ définie entre +m et — 1 ; elle représente les
fréquences comprises entre + f, /2 et + f,/2 .

Exemple 1 : Un filtre FIR est entiérement déterminé si I’on connait 1’ensemble des coefficients
h(n). Par exemple si :

h(n)=1{3,-1,2, 1}
Alors on peut écrire :

3
y(n) = Z h(n).x(n—j)=3x(n) —x(n—1) + 2x(n —2) + x(n — 3)

Jj=0

Remarque : Un filtre numérique linéaire et causal est stable si et seulement si tous les pdles de
H(z) sont a I’intérieur du cercle unité (leur module doit étre strictement inférieur a 1).
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1.4.4.2. Filtre a réponse impulsionnelle infinie (RII)

Dans ces filtres, la sortie y(n) dépend des entrées x(n),x(n — 1), ...et des sorties précédentes
y(n — 1), ...Leurs réponses impulsionnelles a support infinii.e. h(n) # 0, vn. Ces filtres
sont encore appelés filtres récursifs ou AR (Auto Regressive).

L’équation aux différences de ces filtres est définie par 1’équation suivante :

M N
y(n) = Z bj.x(n —j) — z a;.y(n—1i) (1.60)
j=0 i=1

On remarque que ces filtres ont une réponse impulsionnelle infiniment longue et qu’ils sont décrits
par leurs fonction de transfert H(z):
bo+bi.z7t + bz + -+ by.z7M

H = 1.61
) 1+a,.z7 ' +a,.z72+ - +ay.z7V (1.61)

On observe ainsi que le dénominateur de cette équation de transfert représente une Réponse
Impulsionnelle Infinie RII ou IIR (Infinite Impulse Reponse ) ou Auto Regresssive (AR) et que son
numérateur décrit une moyenne glissante (Moving Average MA). D’ou I’appellation ARMA (Auto
Regresssive and Moving Average ). On peut écrire la fonction de transfert comme suit :

1+ Z{V=1 a;. z™n

H(z) = (1.62)
La condition de stabilité est que les poles a I’intérieure d’une cercle unité |p;| = 0 ; les pdles sont
les racines de dénumérateur de H(z), c’est-a-dire : 1 + XN, a;.z7" = 0

1.5. Structures de réalisation des filtres numériques

Un filtrage numérique ne pourra étre réalisé en temps réel que s’il est réalisé dans le domaine
temporel, en implantant 1’équation aux différences. Cette derniére s’appuie sur 3 opérations
¢lémentaires : le retard, la multiplication et I’addition.

Apres avoir déterminé la fonction de transfert du filtre numérique, une variété considérable de
structures programmables de réalisation se présente. Le choix d’une structure doit étre rigoureux.

1.5.1. Structures de réalisation des filtres RIF
L’équation aux différences d’un tel filtre est donnée par :

N
y(n) = Z bj.x(n — j) (1.63)
j=0
La fonction de transfert est donnée par :

N N
H(z) = Z bj.z7" = Z h(n).z ™" (1.64)
j=0 =0

On a deux structure de réalisation des filtres RIF : la structure directe (ou transverse) et la
transpose.

1) Structures directes : On peut en déduire immédiatement la structure directe d’un filtre RIF qui
est représentée a la figure (a) sous sa forme normale. La forme transposée (figure(b)) est obtenue
apreés manipulation de I’EDF.

On a deux structure de réalisation des filtres RIF : la structure directe (ou transverse) et la
transpose.
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a) Forme normale b) Forme transposée

Figure 1. 13. Structures directe d’un filtre RIF.

Exemple 2 : soit la fonction de transfert d’un filtre
H(z) = 0.5 + 2z72

Donc:bo=0.5,b1=0etby=2ety(k) = 0.5x(k) + 2.x(k — 2)

2) Structures cascade : La structure cascade se caractérise par une décomposition de H(z) en un
produit de termes Hy (z) d’ordre 1 ou 2, selon que les pdles sont réels ou complexes. La fonction
globale de filtrage H(z) est réalisée par une cascade de cellules de filtrage H(z) d’odre 1 ou 2.

M K
H(z) = Z h(n)z ™" = H Hy(2) = Hy(2). Hy(2) ... He (2) (1.65)
n=0 k=1

k(n) =xu)

Y- j(rl= — Flal = yn)
—=  Hil2) . |

T

aglm | |

Figure 1. 14. Structures cascade d’un filtre RIF.

1.5.2. Structures de réalisation des filtres RII
Pour les filtres de ce type, deux implémentations sont possibles :

1) Structure direct : Les structures directes correspondent a des implantations dans lesquelles les
valeurs des coefficients de I’équation de récurrence interviennent explicitement. L’équation aux
différences est définie par :

M N
ym) = ) bx—) =) ay(n—0 (1.66)
j=0 i=1

La fonction de transfert H(z) du systéme est :
Y(z)  Xilobz”

H(z) = X(z) 1+YN,a;z7!

(1.67)

Cette équation montre qu’on peut représenter un filtre RII H(z) sous la forme du produit de 2
structures, dont une est une filtre RIF N(z), et I’autre un filtre RII tout-pdle 1/D(z).
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M

()_ y 1
HE) =55 = ()xD() ijz X e (1.68)
Hl(z) Hz(Z)

# Forme directe I : partie non récursive, suivie de la partie récursive

¥R Eini )
= le] lmﬂ J streciure k-0

Partie récursive :

# yin)

s() = ) byx(n =)
=0

Partie non récursive :

ym) =s() - Y ay(n—1)

RIF

Figure 1. 15. Structure directe I de réalisation d’un filtre RII.

# Forme directe II : partie récursive, suivie de la partie non récursive.

¥ e
i 1/Diz) }ﬂ-{l M, structure DN

1 j
H) = 5o X N@ = 13 Zl — Z bz~ (1.69)
— Wi I—
Partie récursive : ) ."@ j g 4 im)
N _ |Z @h
w(m) = x(m) = ) a;wn 1) < S2e
. iy by
Partie non récursive : [i-}{l— = oy
y(m) = )" bywin =) LT &
=0 RII RIF

Figure 1. 16. Structure directe II de réalisation d’un filtre RII (M=N).

Remarque :

Cette structure directe II est la forme normale et elle est aussi appelée la forme directe canonique
car elle utilise un nombre minimal de cases mémoires. Des formes transposées des structures
directes, peuvent étre obtenues en manipulant les EDFs. Un exemple de la forme transposée
directe II est représenté ci-contre :
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xinr—e{) H]Hn':bﬁ—@—b yim)
P
O T
- ]
O—3 0
3 . e
~winN)

a) Forme directe Il normale

Exemple : soit un filtre RII d’ordre 2 :

xni—

b) Forme directe Il transposée

Figure 1. 17. Formes directe II de réalisation d’un filtre RII (M=N).

by + 0327 4 by2™?

f(z) =

1" possibilibé : structure N-D

H{z) miy + byt 4 by

L4 apz- +upz?

Forme Erecie parmnsle 1
st w dyudnl 4 bain = U+ byl = 2j

vinl= —iry 1in — 1}

— ax¥im — Ehi+ain )

2 passibilité : structure D-N

f(z) =

dny & @ M)

L+ apz-l 4 gp2-2

1+ a2 4522

1

Bis)

SRS

-:.ifll-iéj- RS

A

I EIL:-: b by

=i

Forme direcie nermmle 1

W el W = 1] = iy — 2] T

Tiw) = bgarja) & by = 1 jddnerin = 2)

Fouine direcie 11 irnnsposee
viad =byrim) + wyle = 1}
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wzin} = bpxin ) —azrin)
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2) Structure cascade : La réalisation en cascade permet d’écrire H(z) sous la forme :

K
H(z) = H Hy(2) = Hy(2). Hy(2) ... Hy(2) (1.70)
k=1
Ou Hy(z) sont choisis comme étant des fonctions de transfert du premier ordre
1 - —_1 - I 1 = -_j
H(2) = M ou du second ordre Hi(z) = bia + bia=™" + beac
1 +apz- | 4 dpr b b agaz?

La forme générale de la cascade structure est :

dnl=xgin} | ] £yl |
s L/ « Hid | L I | —r

Tl [l i) wlal

Si on utilise la forme directe II pour chaque sous-systéme on aura la réalisation suivante :

g} o~ By e(m)=x (0}

)
-~

Avec

mia) = Lin)

wgln) = =agwyin = 1y = aggweln = 2 < g (0 K=o 7K
elu) = byoung(nh 4 bgyarg fr — 1 4 By (o — 2, k=12 ....K
vid) = vgin)

1.6. Filtre a minimum de phase

On dit qu’un filtre linéaire, dont la fonction de transfert est une fraction rationnelle, est a minimum
de phase, si tous les zéros de sa fonction de transfert sont a I’intérieur du cercle unité. Notons que,
tel que nous 1’avons défini, un filtre 2 minimum de phase est stable, causal et que le filtre inverse
est lui-méme causal et stable.

1.7. Filtre numérique a phase linéaire

Un filtre est dit a phase linéaire si courbe représentative de la phase de la réponse fréquentielle en
fonction de la fréquence est constituée d’une succession de droite de mémes pentes.

Un filtre est caractérisé par le module et la phase de sa réponse fréquentielle H(f):

H(f) = R(f)e 1o (1.71)
On définit le temps de propagation de groupe (ou retard) T(f) par :
—-1do(f)
©(f) = 27 df (1.72)
Le filtre est a phase linéaire si T(f) est constant. Dans ce cas :
o(f) =0y —j2mft (1.73)
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Dans ce cas, toutes les composantes du signal d’entrées subissent le méme retard. On montre qu’un
filtre FIR est a phase linéaire si ses coefficients sont symétriques 4(n) = A(N - 1- n)

hin] |
3 |
L . |
-dp + 1 + F | —
=1 O -1 £ M
Exemple :
Soit le filtre défini par la relation entrée-sortie suivante : y(n) = i(x m)+2x(n—1)+x(n— 2))
La réponse impulsionnelle est :  Module |Hi 7= costinf]  Phase aglH( e -
h(n) = 2 (8(n) +28(n — 1) + 8(n — 2)) y
La réponse impulsionnelle est : d _ : ) |

H(f) = e7*™ cos?(nf)

On remarque que la phase est linéaire par
rapport a f-

tmrranw H g

1.8. Comparaison : RIF et RII

- Eouj ol stables car pas de poks

-« phase |méaine => pasde distorsion

- augrnenter le nb. d'échantillons pous améliorer la perfrmance
- beawcoup de calouls/ 4 vn 1R 4 performances identigues

FIR
(non recursif)

= préseite des piles == pewi=Gtre [nstable ?

- phiase pas névessairement liséare = distoraion de phase

- oblenn par transposition du filtre analogique ;

- [aible nombre de coctheints =5 moins de caleals quiivec un FIR 2
i performances rdentiques

IR

(recursif)

1.9. Synthese des filtres numériques

La synthése ou la conception d’un filtre numérique consiste a la recherche des coefficients d’une
fonction de transfert H(z) ou d’une équation aux différences de maniére a ce que la réponse
harmonique du filtre satisfasse au cahier des charges fix¢é au préalable. Cette synthése peut étre
basée sur les connaissances que 1’on a de la réponse des filtres analogiques ou sur des méthodes
spécifiques aux filtres numériques. Le processus de synthése comporte les étapes suivantes :

1. Spécification des propriétés souhaitées du filtre (contraintes sur I’amplitude et/ou la Phase
de la réponse en fréquence, des contraintes sur la réponse impulsionnelle,
Spécification du type du filtre RII ou RIF et ordre du filtre).

2. Choix d’une structure d’implantation et démarche de réalisation en fonction de la
technologie et le matériel a utiliser pour la mise en ceuvre.
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1.9.1. Spécification d’un filtre numérique

Avant qu’un filtre numérique soit congu et implanté, nous avons besoin d’abord de définir ses
spéciations. Ces dernieres, sont habituellement réalisées a partir d’un gabarit fréquentiel, défini
entre 0, et m et caractérisé par :

- La ou les fréquences de coupures (avec tolérances),

- Le gain dans la bande passante (avec tolérances),

- Le gain dans la bande atténuée (avec tolérances).

A titre d’exemple, pour un filtre passe-bas, le gabarit est représenté dans la figure 1. Des
diagrammes similaires existent pour les autres types de filtres.

Un filtre passe-bas possede trois zones différentes : la bande passante (0 < Q < ), la bande de
transition (, < Q < Q, ) et la bande atténuee (Q, < Q < 7).

Realative % hsalne
Oag G IR om
ik
ler{e!™) i

20 log {1 "':;l- LUI Lk bonale passants

|0 | [ Vi

Ay ~ T
20 bl — &, 2 I =ds ;

aadulatien én
A bbb prassmile

aipdulnbion iy baogle atidiniee

Gl |

i S i g X o

. s T limibe Anfireane de
Rt ieny L 1 b bande d1éunds

I baisds possants:
Iréquuence de coupuoe

Figure 1. 18. Gabarit fréquentiel d’un filtre passe-bas.
Dans la bande passante, I’amplitude de la réponse fréquentielle est :
1-6,<|H(e/)|<144,,0<0<0Q, (1.74)
Ou 4, < 1 pour un filtre bien congu.

Dans la bande atténuce, ’amplitude de la réponse fréquentielle se rapproche de zéro avec une
erreur de +6, , 6, < 1;alorsona:

|H(eM)|<6,, Q.<Q<m (1.75)
Les écarts au gabarit se traduisent par des ondulations (ripple) et 1’existence d’une bande de
transition plus ou moins large dont sa largeur est (Q, — ). Les fréquences limites (edge
fréquencies) en bandes passante (), et atténu€e ()4, sont en valeurs normalis¢es et on a :

;—p et Q,=2m f—a (1.76)

Les taux d’ondulation, &, et §,, spécifient les tolérances acceptables en termes de valeurs

Qp=27t

absolues.

L’ensemble de ces trois contraintes (largeur de bande de transition, les ondulations &) et §, va
déterminer 1’ordre du filtre. Plus 1’on sera stricte sur ces trois contraintes, plus I’ordre sera élevé.
Le gabarit fréquentiel peut étre aussi représenté sur une échelle logarithmique. On définit alors
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’ondulation en bande passante (passband ripple) A, et I’atténuation en bande atténuée (stopband
attenuation) A, en dB par :

. 1+4,
Ap = 20[0g10 q (177)
1+94,
A, £ 20logqo 5 )= —20log,¢(8,) (1.78)
a
HyeA2y |H{&ty (dB)
i i
o,
1+8, ol i
= !-\._1" E P %
-8, /\l ;'1-I:'.l 5-.-""'!— n 0O
i + Thogh. —
H BV — \
i I:I‘ £ 0
o) Gabarit frégientie lndaire b Golant fidguentiel en dB

Figure 1. 19. Gabarit fréquentiel d’un filtre passe-bas.

1.9.2. M¢éthodes de synthése d’un filtre RIF

Les filtres RIF présentent les avantages suivants : ils sont toujours stables et peuvent étre congus

pour avoir une phase linéaire exacte. Ils nécessitent généralement plus de matériel et de temps de

calcul.

L’objectif de la synthése de filtre consiste a trouver un filtre causal (réalisable) qui s’approche le

plus possible du filtre idéal recherché. Il existe trois principales méthodes pour la synthese des

filtres numériques a réponse impulsionnelle finie (RIF) :

= La méthode du fenétrage : consiste a appliquer une fenétre de taille N au filtre idéal
équivalent ;

= La méthode d’échantillonnage en fréquence : utilise la Transformée de Fourier Discréte
inverse depuis une fonction discréte représentative du filtre et définie en fréquence ;

= Les méthodes d’optimisation : se concentrent sur la minimisation d’un critére d’erreur entre
la courbe réelle et le filtre idéal ;

Dans le cadre de ce cours, on se limite a la méthode la plus simple (mais pas la plus efficace) : la
méthode dite de la fenétre. En particulier, on impose que le filtre soit un filtre RIF (nécessaire si
on veut “une phase linéaire”).

1.9.2.1. Méthode de synthése par fenétrage
Buft @ Synthétizer un filtre RIF (ou MA) eausnl. qui 2 approche o plis possible da fltes ddsl rechareid
Principe :
& Eerire la fanctian de translert idéals [Rans ubliar ;tp-l'.-r't:!dii:l'té':l.
@ Calculer sa réponse impulsionnelle {gui est infinie) par décompasition en série de Fouwrier.
@ La tronguer temporellement par Uapplication d'une fendtre
& St nécessaire, ajouter un retard pour 3'assurer de [a cavsalité du filere.

@ Le rézultat est un fltre RIF dont la répon=zs dépend -

v du type de fendétre
= de za longueur [ordre du filtre RIF)
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Figure 1. 20. Schéma fonctionnel de synthése d’un filtre RIF par fenétrage.
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\ Troncaturs
| | air e fondire o= _/—\\
1 >
- e 1

Dans cette méthode, on commence avec une réponse impulsionnelle désirée, c.-a-d. un filtre
numérique idéal Hy(e/?), périodique de période 2.
Il est décomposable en série de Fourier par sa réponse impulsionnelle :

[00]

Hy(e®) = Z hy(n) e/ (1.79)
n=-—oo
Sa réponse impulsionnelle peut étre exprimée par TFTD inverse:
1 +r . . +1/2 . .
hd(n) :—f Hd(ejﬂ)ejnﬂ dQ = .[ Hd(eJZTL’f)eJZTTfTL df (180)
2mJ g -1/2

Cette méthode produit un filtre non causale et a réponse impulsionnelle infinie. La maniere la plus
simple d’obtenir un filtre RIF approchant H, (ej Q) est limité hy;(n) a N échantillons (troncature)
par:

h(n) = {hd(n) 0<n<N-1 (L81)

0, ailleurs
Pour remédier le probléme de limitation de h;(n), on peut représenter h(n) comme le produit du

filtre idéal hy(n) avec une fenétre discréte a durée finie w(n) (Troncature), on trouve :

h(n) = hy(n).w(n) (1.82)
On obtient dans ce cas un filtre numérique RIF approché h(n) dont la réponse fréquentielle est
modifiée par le phénomene de Gibbs.
Phénomeéne de Gibbs : 1’ondulation introduite par la convolution entre le spectre de la fenétre de

troncature et le spectre du gabarit initial s’appelle le phénoméne de Gibbs. L’amplitude des
ondulations ainsi que leurs fréquences dépend de la fenétre de troncature.

Remarque : L’amplitude des oscillations ne dépend pas de la longueur de la fenétre, mais de sa
forme. La fréquence des ondulations est-elle fonction de la longueur de la fenétre. Plus la fenétre
est longue, plus les ondulations sont rapides et concentrées autour de la bande de transition.

Pour remédier le probléme de la non causalité du filtre, on procéde a un décalage de la réponse
impulsionnelle h(n) de maniére a rendre le filtre causal donc réalisable en temps réel. La réponse
h(n) sera symétrique centrée sur 0, un décalage de a de la réponse impulsionnelle du filtre idéal
hg(n) peut-étre nécessaire afin de rendre le filtre h(n) a phase linéaire. On aura alors :

h(M)causar = ha(n — a).w(n), a=(N—-1)/2
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La nouvelle réponse fréquentielle du filtre RIF ainsi synthétisé H (ej“) :
. 1 . .
H(e?) = 5—Ha(e'") » W(e/") = H(f) = Ha(f) * W (f) (1.83)

Exemple : filtre passe bas idéal : Supposons un gabarit idéal d'un filtre passe-bas. Sa réponse
impulsionnelle est :

1 +m ) ) 1 Qe 1
hd(n) :—j Hd(em)e]nﬂdﬂ :—j e]nﬂdﬂ :_Sin.an
2w ) g 2w J—q, nm

hqa(n) = 2f, sinc(2f,nT,) J i i,

JH ey

On obtient ainsi une réponse impulsionnelle infinie, et il est
donc nécessaire de la tronquer pour obtenir un RIF. w(n)
est la fenétre rectangulaire définie par :

.| :
1, 0<n<N T FhaL M| #11s -

w(n) = { R () I[p

n<O0etn>N

Sa TF est : o ] o 1w

L i

=L ik — 12 SN 2)
= =8 e

1 I
Wi = —-
| —g—i*= sindLe /2

-1
F Jnd _
=i
L’amplitude est :
R TP | gim (oM 2 T T
| sidies 2y

La phase est :

—"-I—I ! ah mm T =

By o8 = =,
—i| —— |+ @ SIBENS2) <0

Ona:
h(n) = hy(n).w(n) = H(e) = %Hd(em) « W(el)

& I EpleE )
|
1.}

En pratique, on dispose de différentes fenétres de pondération : Rectangulaire, Hamming,
Hanning, Blackman, ... . Une fenétre spectrale est caractérisée dans le domaine fréquentiel par :
4 La largeur du lobe principale qui définit la largeur de la transition de Gibbs
4+ Les lobes secondaires qui conduisent aux ondulations dans les bandes passantes et d’arrét.

On ne peut évidemment comparer que des fenétres ayant le méme nombre d’échantillons N . La

fenétre rectangulaire est celle qui assure la transition de Gibbs la plus étroite, par contre les
ondulations dans les bandes passantes et d’arrét sont importantes. La fenétre de Hamming assure
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quant a elle des ondulations moindres, par contre la largeur de la transition de Gibbs est plus
importante, etc.
Nous rappelons I’expression de w(n) de quelques fenétres de pondération utilisées :
a) Fenétre rectangulaire
1, 0<n<N

w(n) = {O, n<0etn=N (1.84)
b) Fenétre triangulaire (Bartlett)
P 0<n< 8
win)=«< 2- % 'h;—l < N-1 (1.85)
0 n<bDetn>=N
c¢) Fenétre de Hamming
)54 — D4Gcos( &2 ), D<ns N -
W ead e teos(F2), 0SnsN -1 (1.86)
0 n<Detn=N

d) Fenétre de Hanning

5—0.5c0s | 23 <n<N- 1.87
win) .{“.-J U-q:_uh(:-.l_J. d=<n<N i ( )

0 mncletn>)

-

e) Fenétre de Blackman
i) = { 042 — 0,5 ¢os fu--:] +008cos (494 ), D<nN -1 (1.88)

b, nbDetn>N

Fvpee i Ritigilim e s lalic Largeur ilm lokss (adelarisn m Mtvanistfoi ki,

e kgl — 13 L 5 R )] 0,73 2l
Barilei a5 Ex N Gl LR L] 045 ]
Hitiirsiig — 31 BN 027 [FEEE ) OGS 44
Huinsmeng —i1 BTSN N /N [REEERd LLANES 43
Blac ks —a7 12 A 1 1ar Fi A2 (R E) &l

Tableau 1.2. Caractéristiques des principales fenétres.

Choix de la fenétre dans la méthode de synthese
Le choix de la fenétre influe sur les performances du filtre. En particulier, les caractéristiques
importantes et leur influence sur le filtre synthétisé sont détaillées ci-dessous :
= La largeur de la zone de transition AQ = |Qp — Qa sera du lobe principal AQn, donnée dans le
tableau. Lorsque la fréquence de coupure ou de transition du filtre n’est pas trop proche de 0

1, A0 . . ,
ou de 7 on peut considérer que A = Tm . On voit donc que la transition AQ sera d’autant
plus faible que N sera grand.

= Les ondulations en bande passante et en bande atténuée seront ¢gales, on notera A, = &, =

&, (en dB) et on parlera de filtre equiripple. Cette atténuation en dB est donnée par la derniére
colonne du tableau. On voit que 4, ne dépend que du type de fenétre et nonde N .
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Figure 1. 21. Illustration de I’effet du fenétrage sur le filtre idéal.

Le choix de la fenétre de pondération dépend de la longueur de la fenétre N et ’amplitude des
lobes secondaires. La pondération temporelle introduit des ondulations et limite la fréquence
coupure du filtre. Un compromis est a faire entre la raideur (4Q) et I’amplitude des ondulations.

La procédure de synthése d’un filtre numérique RIF par fenétrage a partir de la réponse
impulsionnelle d’un filtre idéal h(n) consiste a :
1. Choisir en fonction de I’atténuation A, (8,) le type de fenétre a utiliser,
2. Choisir en fonction de la largeur de la zone de transition AQ et du type de la fenétre w(n)
la longueur de la réponse impulsionnelle.
Le filtre RIF résultant h(n) est ensuite défini par h(n) = hz(n).w(n). 1l sera de longueur N.

Réglage :

8, désirée — a choix type de fenétre

AQ désirée — a choix de N

Exemple 1:

On désire réaliser un filtre dérivateur a réponse impulsionnelle fini (RIF) ayant une caractéristique
en phase linéaire par la méthode de la fenétre ;

Les spécifications du filtre sont : f, =4KHz, f, =5KHz avec une atténuation de 50dB.

Soit la fréquence d’échantillonnage f. =20KHz.

Ona: ,__.,_I_M_J_Z. iy 2n

'1- = = Fad
£ 20 5
r-!' = .-"'..IFJ = '2'[ 5 _" rac
£ 20 2
La réponse fréquentielle du filtre désiré est donc définie par :
B o R T
IJI {E._'ﬂ:l { I-E II|.-.| Ef.ll'.ll.'!ll'.l I.I,:||,| — 5 = .:'l < E
. B ol
i | 1RO e ‘“l =

La réponse en fréquence idéale du filtre est périodique, donc décomposable en série de Fourier.
Sa transformée inverse n’est autre que sa réponse impulsionnelle :

Dr E. Mehallel 26 Cours traitement avancé du signal



Chapitre 1. Rappels sur les Filtres Numériques (RIF et RII)

i f7 ——
) = TED (™) = 7= f_ ()0

| j2=is & 1 pZafs
= 2_ f-rjl:.'-'-"'::'} r.ll'lﬂ'”!- — I_[ F_Eﬂl:l[lll'-l'-‘""ndli!'
-2 W2
Eﬂnnniﬂtcsﬁln.’?!‘ll_Esln[l:trnfﬁ| TR T
h,in] = 3 it ]
o sf ned

En se référant au tableau 1.2, pour une atténuation de 50 dB on peut choisir la fenétre de Blackman.
La bande de transition est :

2 5 10 i

= N2120

En chobilssant N=121, on deétermine le décalage temporel o = -—l =

Et la réponse impukionnelle du filtre différentiateur serat D (n) = in —o)ae(n),

R
| E.‘.Er? ﬁﬂl E_il_{f-"’:"_ﬁﬂ
20000 % {3t 5 -iﬂ.ﬂ-?—ﬂ.':’:-:n:|£| -0.08c0d 22041 02n2120 nes0
J',[.Ll. I 5 n-60 fn—s0y “1m))
{u:u il leurs
HI ey

\“x
£ 8 B B E o3 i

r = s ¥ = 1 il 'u'
B W o = M @ M iy . - :
Reponse Empulsicmadie fyil Réponse frequentialk

Figure 1. 22. Réponse impulsionnelle et fréquentiel.

Exemple 2: On veut synthétiser un filtre passe-bas de fréquence de coupure fc = fe/10 avec
Af = fe/5 et une ondulation en bande atténuée > 50 db
a- On normalise les fréquences fo/(fo/2) = fc=0.2, Afi(fe/2) = Af=0.4

sin(mn/ )

b- h(n) = £, = 0.2

c- On choisit w(n) comme étant la fenétre de Hamming
(Aa=-20 log(6a)=-53) = 4f=6.6/N
d- On calcule N=6.6/4f=16,5 on prend N=17

sin(nn/ )

nn/

la réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas.

e- On calcule les valeurs h(n) = 0.2 pour —8<n<8
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25 —* Répon=e impuzonreis Hini
.. , _
f- On multiplie h(n) par w(n) pour trouver h’'(n) = h(n).w(n) i
sin(nn/5) 2mn
h(n)=(02———=). [0.54 + 0.46c0s (—)] =
/5 16 i '|
g- On translate le résultat de 8 échantillons. . ‘ I '
" i | : 3 1 8 7 & o l [
frnd | 00389 | -G0456 | 400329 | O 00253 | 0,l064 | ;1587 | 01574 | 02110 u”] I f [
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s .
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\ T J : '
AL i
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i
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On peut remarquer 1’emplacement de zéros autour du premier 0 en 1 permet d’atténuer les lobes
secondaire et de maintenir une réponse cste autour du zéro.

1.9.2.2. M¢éthode de synthése par échantillonnage fréquentiel

La m'méthode de synthése par échantillonnage en fréquence est appliquée depuis la réponse
fréquentielle d’un filtre continu idéal H;(e/?). A partir de celle-ci et d’une valeur de N fixée, on
réalisé un échantillonnage en fréquence de pas 2, = 2m/N définie par :

1343 11,
H{e?™) 2 Hal e )|g_25= (1.89)
Le filtre RIF est alors trouvé par TFD inverse :
N-1
f‘[”}' = 1':' z ”[r‘-"*”‘]r'z‘mﬂ;'h. n=01...N=1
ki) (1.90)
J;i[u}l = 0, willewra

Cette méthode de synthése est trés simple et permet de réaliser toute forme de filtre. De plus, elle
peut étre combinée avec la méthode du fenétrage. La fonction de transfert en Z du filtre sera :

N-1
H(2) = h(n)z™1 (1.91)
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1.9.3. M¢éthodes de syntheése d’un filtre RII

La syntheése d’un filtre numérique RII, est la recherche d’une fonction H(z) (ou h(n))
correspondant a la spécification sous forme de gabarit. Le principe de la synthése d’un filtre RII
est la d’abord faire la synthése des filtres analogiques a une fonction H (p). Ensuite transformer le
filtre analogique en filtre numérique de H(z) qui répond aux spécifications désirées. La recherche
de cette fonction peut étre réalisée selon diverses méthodes.

= La méthode bilinéaire : a partir de la synthese des filtres analogiques aboutissant a une
fonction H(p) , utiliser la transformation du plan de Laplace p vers le plan de Z.

»= La méthode de I’invariance impulsionnelle : consiste a définir un filtre numérique par sa
réponse impulsionnelle est obtenue a partir de la discrétisation de la réponse impulsionnelle
du filtre analogique.

» Techniques d’optimisation : consiste a rechercher une fonction H(z) s’approchant le plus
possible d’une fonction prototype. Ceci par la minimisation d’un critére d’erreur entre
courbe réelle et courbe idéale.

1.9.3.1. Méthode de I’invariance impulsionnelle
La méthode de I’invariance impulsionnelle consiste a effectuer la synthése d’un filtre numérique
dont la réponse impulsionnelle 4#(nT) est 1’échantillonnage de la réponse impulsionnelle /4(f) du
filtre analogique équivalent. On a alors :

h(nT) £ ha(Ole=nr (1.92)
Avec T: la période d’échantillonnage.
Pour faire la synthése d’un filtre numérique par I’invariance impulsionnelle, on procéde comme
suit :
- On détermine la réponse impulsionnelle désirée /4(?) d’un filtre analogique connu.
- On échantillonne cette réponse impulsionnelle a la fréquence f. et on en déduit la suite /(n).
- On recherche la fonction de transfert H(z) du filtre numérique qui a pour réponse impulsionnelle

g |

L

L I

xd1) 1 xinT)| | wint)
.‘.‘.EF...,| ta(p) [ oD gy [
filtre analogrque filtre numérique

Figure 1. 23. Conservation de la réponse impulsionnelle entre
les filtres analogique et numérique

Pour obtenir h(n), on peut opérer de 2 maniéres:
L1 t=nT TZ
Hy(p) — ha(t) — h(n)= hy(nT) —— H(2)

H,(p) >

H(Z) = z Résidus <m,pi

poles pide Hy(p)

1) La fonction de transfert du filtre analogique H,(p) posséde N pdles simples pi, on peut écrire :
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N N
_ N(p) _ ki _ —pit
AORES _;pﬂoi — (D) _; ki eP (1.93)

2) Si on échantillonne la réponse impulsionnelle du filtre analogique par h(nT) = hy(t)|i=pn7 , ON
obtient la fonction de transfert du filtre numérique H(z):

h(n)—z ke W”:H(z)—Zk —

Si on étend cette formulation de H (z) a tout type de fonction H, (p), on peut, en utilisant la formule
des résidus, obtenir une relation directe entre H,(p) & H(z):

H(z) = Z Res( Ha ) pl-) (1.95)

1 — ePTz~1gPT’
pide Hy(p)

ki—————  (1.94)

N
1—e plTZ_l
=1

i

Cette méthode de synthése est simple. Elle conserve la réponse temporelle du filtre analogique
équivalent et également la stabilité du filtre. Par contre, la réponse fréquentielle du filtre n’est pas
conservée. En effet, cette transformation suit logiquement le théoréme d’échantillonnage et le
phénomene de recouvrement de spectre. Son utilisation doit respecter les contraintes dues a
I’échantillonnage, en particulier une bande passante inférieure a la moiti¢é de la fréquence
d’échantillonnage. La réponse fréquentielle est donnée par la formulation :

. 1 2tk
H(e/T) = H@)lmgror = 7 9 Ha (jo 4 ) (1.96)
k

Par conséquent, la méthode de I’invariance impulsionnelle n’est applicable qu’aux filtres a bande
limitée satisfaisant 1’équation :
|H,(jw)| = 0 pour |w| > wg avec wg < itf (1.97)

Remarque :

> Relation entre les fréquences digitale et analogique est donnée par: w = QT ; e/® = /W

> Le cercle unitaire est défini par z = e/%

» L’axe imaginaire est défini par p = j2

> z = eJ® est alors la transformation de p-plan & z-plan.

Exemple 1 :

On veut synthétiser un filtre numérique qui posseéde la méme réponse impulsionnelle qu’un filtre

passe-bas analogique du 1¢ ordre de transmittance normalisée : H,(p) = ﬁ

1w
1+(p/wc) N wctp
La réponse impulsionnelle est alors h,(t) = w.e™®<t  pour t= 0

On commence par dénormaliser H,(p) = Hy (D) |p=p/ew, =

1 a i wli i
=0 =108 . poun2l=H{z)=T@) ————=Ta i
=€z I—¢
Il s'avge quilya -:gﬂll':-.' pritre Jes 2 TepOmEes i un coefficient K pris, O poseTa done: H{z)= .FI.-[E'._ .;"'m- -3
" ’ -
Sachant que =21, pour =0, Hi(0/=1 et =07, pour =0, H(0)=KT.a {1-¢7%)= HIZ ]_H’T
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Exemple 2 : On considére le filtre analogique d’ordre 3 associe a la fonction d’approximation de
Butterworth. Réaliser le filtre numérique passe-bas correspondant en utilisant la méthode de
I’invariance impulsionnelle. La fréquence de coupure est f.=1 kHz et la fréquence d’échantillonnage
f=10 kHz.
Rappelons que le filtre de Butterworth d’ordre 3 est forme de 2 cellules d’ordre 1 et 2,
respectivement :

H,(p)= 1 1

alors Hip)= 3
N+pli+p+p’ ) I P 1+ p/a Ffl+p-"wl +1p-wlj'l

Pour éviter de décomposer en éléments simple, on peut calculer H(z) en utilisant les relations entre
transformées de Laplace et en z pour les systemes du premier et du second ordre.

Hip) Te Hizl
1 1
T ¥
F_'_d. ll_'___l!'l__-l
bp+a T 1—&™™ =" confm,T, )
(p+al +ea "1—2e = cosfay T, ) "'z
) = e Tl o, T, )
:P"'ﬂ}r"'lﬂ'z Fl— D "".D':l;ﬂlhl":l T
A cette fin. on decompose alers Hip) sous |a forme :
FC
H(p)= _—
fm+p} (o’ +a p+p?)
' o r

Pas identificatiom, on tronave T=0, A=-B=0, = Hip)= ['95"; +” - r[m‘ +aLp "’P:]

1£4/3]
Les poles de ce bitre analogique sont p, = -@ =-20008 p,, =-@ :II L= =100l £ HEJ'} ==L fid,
% %
H{p)=7— W g 3
|:WI.+F} | +EI.._'|:+3£:; (o, + p " +EI‘_'|_+3£-
Fr s el
p+e *"I:ﬂ"
H(p) = -
. +P.:| | +E'r_| _|.'.|E-_ 1III'_l.lw_'__;-_l +3.Err_

Em se servant du tablean denmé. on peut alors détermumer Hiz) -

1 ¢ " sindary3 110)

1—¢ ™ cos(x/3 (10):™
H{le;T.ﬂ'rl_#T—r.-ﬂ'.- SoR Y

29 1- 26" pon(r /3 /100 40" 1- 2" ™ oo(x/2 1100z 467727

Ce qui nious dorune :

i 1
H{z)=x'10 . —=X110 i ﬂﬂ""} ~+ &/ 10 ﬁzm _f
I=05335: I=125:" +0.5335z" 1=125z"" +0.5335z7
0. 781 =0.625=""
H(:)=x m[ : .
| =0,5535:" 1-1.25: +0.5335:

Il reste a déterminer le gain K en adaptant les gains des deux filtres analogique et numérique pour
une fréquence donnée. Comme il s'agit d'un filtre passe-bas, on supposera 1’égalité pour /=0 (p=
etz=1)
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1.9.3.2. La transformée bilinéaire
La synthese des filtres RII se réalise sur la base des fonctions modéles du filtrage analogique
(Tchebychev, Butterworth,...) par I’intermédiaire de la transformée bilinéaire, la méthode la plus
utilisée pour synthétiser des filtres récursifs est la transformation bilinéaire. Elle permet de
transformer un filtre analogique stable en un filtre numérique stable. Le but étant de préserver la
réponse en fréquence, préserver la stabilité du filtre et d’éviter les problemes de spectres.
La transformation bilinéaire se déduit a partir de la formule trapézoidale d’intégration numérique.
Elle permet de passer d’un filtre analogique H (p) a un filtre numérique dont la fonction de transfert
H(z) est s’écrit de la fagon suivante :
H(p) 2H@)| ,1-,1 (1.98)
P Te1+z71

T, est la période d’échantillonnage.
La transformation inverse donnée par :
. 2/Te +p _ 2/Te + jwg

2/Te - P Z/Te _jwa

z (1.99)

Cette transformation permet en effet de passer de H(p) a H(z) en conservant la stabilité et la
réponse en fréquence du filtre. Cependant elle introduit une distorsion en fréquence que I’on peut
compenser lors du passage de I’analogique H (w,) vers le numérique H (w) de la maniére suivante

wa Te
2

= tan (u)T’I}> > fymr= Tltan(nfTe) (1.100)

= f= 7:1,6 tan~1(m f,T,) (1.101)

La figure suivante montre que 1’ensemble de 1’axe imaginaire du plan p est transformé vers le

cercle unité du plan z de manicre bijective. De plus, le domaine de stabilité (demi-plan gauche du
plan p) est transformé vers le disque unité.

ol @ — plan z

e

k

st

e R e S
|

Figure 1. 24. Transformation du plan p vers le plan z

Grace a la transformation bilinéaire la synthése des filtres numériques de type RII se résume a
approcher le gabarit désiré par des fonctions modeles définies en p puis a transformer ces dernicres
pour obtenir directement les coefficients du filtre. Plusieurs fonctions modéles permettent
d’approcher au mieux un gabarit demand¢. Les plus célebres d’entre elles sont des fonctions de
Butterworth, Bessel, elliptiques ou des polynomes de Tchebycheff.

La méthodologie de synthése par la transformation bilinéaire doit donc suivre les étapes suivantes:
- On définit les caractéristiques souhaitées du filtre numérique (fréquence d’échantillonnage, de

coupure, etc.)
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-On calcule les pulsations analogiques w, correspondant aux pulsations numériques wy:
. (wTe)—Zt (nf) 1.102

wa—Tean >~ ) =7 tan £ (1.102)

- On détermine le gabarit du filtre analogique H,(p) normalisée d’ordre n (Chebyshev, Butterworth,

etc.) qui servira de modele au filtre numérique et on €crit la fonction de transfert dénormalisée H (p)

de ce filtre analogique (qu’il faut recalculer en fonction de wy,).

- On applique la transformation bilinéaire : H(p) £ H(z)| ,,_,-1, pour obtenir le filtre numérique
TTet+z 1

H(2).
Exemple I : On désire concevoir un filtre passe-bas numérique de premier ordre a partir d’une
fonction de transfert d’un filtre RC dans le domaine continu (Hy (p) = 1/(1 + p)). La fréquence
de coupure désirée est fy=30 Hz et la fréquence d’échantillonnage est /=150 Hz.

1
—(L 7265
. 4. TR S . et 1 r
O calevle d'abord @, =—.'g,?|=—'i} 1265 puis Hl_pj—— =t
R Ut Plys,  patnTags
L
-
:_I;.l.':n‘.:-ﬁ'i 0. 72650z + 1) 0. 7265z + 1)
Hizy=H(pl 1. d i ibaba:. "Wt i, o
'FL'.-,__--: i:_l-e-il::-?"ﬁ.‘i [(z=1}+0.T265(z+ 1) 1, 7265z—0.2735
Ta¥l F
Cin peut remanguer que _|"'I {E:' £ :— f—'D.?IGF:R-I-.ﬁ-?:_.".,_. =30
Tt‘*m B )

Exemple 2 : On désire réaliser un filtre numérique passe-bas du second ordre avec les
caractéristiques suivantes : fréquence de coupure fy= 500 Hz (gain de 1), fréquence
d'échantillonnage f.=5 kHz,

PR L N P L P S 335
o, _}_‘ g 2 ,_I{rgl = '_]'; 032
"
01075 {1075 ?: s
A07 , 1075 i
H\I._P]_ _-_.|.-i|_'|Tf_|l :iHLP;I_ 3 1*-” g T = E i _I_
FAlliap+ 201075 pm, 4 0, P+ r; 3-“,:!+—'Jl[l"~l5
r S S i
—0.0535——— 035
T 4241 T g
_|III'|' I_.I'.Irll.l'lh 3z == — - N—— — —— .
T 1_‘-"___| +_|_1 a352 |.+_¢. 1056 !;I ro.0357 "L so.105e
\r ;r‘_+[ i LIl =+1
CL0As: =10 +1) - 0.035(:1 1)

H{z)= - = e —-
(z—1F +0035(—D(z+ D+0.00560: +1) 1147 = 17888 +1.0706

Pour un filtre numérique passe-bas ou passe-haut, on peut déterminer H(z) directement a partir de Hy (p)
en utilisant la pulsation normalisée {1, = tan ( ; N ) et remplacer p dans Hy (p) comme suit :
e

- pour un passe-bas par p= ﬁ :I—_: soit Hizh=H{p)

& £l ==l

- por wm passe-laut par p =11 —j st iz =4 .l j.i'1
o
- ponr un passe bande on mm rejectem de bande, [a détermmation de g s'ablent par La pulsation centrales

 m—

il
f"!r 'Um.ilm.‘l.'

Dr E. Mehallel 33 Cours traitement avancé du signal



Chapitre 1. Rappels sur les Filtres Numériques (RIF et RII)

1.10. Les systémes multi-cadences

Les systetmes de TNS utilisés jusqu’alors ne consideérent qu’une seule fréquence
d’échantillonnage Fe. Les systémes multi-cadences changent la fréquence d’échantillonnage au
cours de la chaine de traitement afin qu’elle soit la plus adaptée aux traitements a réaliser. Par
exemple, il est aisé¢ de comprendre qu’apres un filtrage sélectif passe-bas il est possible de réduire
la fréquence d’échantillonnage a une valeur équivalente a deux fois la bande passante du filtre
passe-bas réalisé, sans pour autant transgresser le théoréme d’échantillonnage de Shannon. Cette
réduction permet de diminuer la complexité du filtrage a réaliser.
Les principaux opérateurs utilisés en traitement du signal multi-cadences sont la décimation
(réduction d’un facteur M de la fréquence d’échantillonnage) et I’interpolation (augmentation d’un
facteur M de la fréquence d’échantillonnage) ou une combinaison des deux.

1.10.1. Réduction de la fréquence d’échantillonnage
La réduction de la fréquence d’échantillonnage, ou décimation, ou encore sous-
¢chantillonnage, par un facteur M entier est une opération simple puisqu’il suffit de ne garder que
1 échantillon sur M de la séquence d’origine. Soit un signal continu x(¢f) échantillonné a la période
T représenté par la s€quence x(n) = x«(nT), on posera donc le résultat de la décimation de x(n) d’un
facteur M par la relation suivante :
xq(n) = x(nM) (1.103)

La notation graphique utilisée est | M (voir figure 11.1). Si la fréquence d’échantillonnage en
entrée du décimateur est Fe, alors celle de sortie vaudra F, = Fe/M. La période d’échantillonnage
en sortie vaudra quant a elle T’ = MT.

Afin que I’opération de décimation s’effectue sans recouvrement de spectre, il est nécessaire que
le spectre du signal x.(f) respecte le théoréme de Shannon au regard de la fréquence F,. Cela
implique que si X.(jw), la TF de x.(n), est a bande limitée, i.e. X:(jw) = 0 pour |w| < w,, alors
X4 (n) est une représentation exacte de x(¢) sin/T' = n/(MT) = w, ouencore 2nF, = 2w F,/M.

Dans le cas ou le sous échantillonnage ne pourra s’ effectuer sans recouvrement de spectre, il faudra
alors en limiter la bande par un filtre passe-bas de fréquence de coupure F, /2.

SmEt aaas

m"=MT
Figure 1. 25. Décimation d’un signal.

I1 est utile de chercher une relation entre le spectre de x(n) et celui de x;(n). On peut poser :
1 Q1 2xk
i 41l - s
_1I.I|'— J = Tll _1Lr ("r _}—1 — #)‘) (1.104)
=1 =
De mani¢re similaire :

- plty = L Z‘ 2w ! E" o ] DL . j (1.105)
ol - - .
Adle™) =5 o e {fl (I T )) - MT, e (" (.u‘f' MT, )

Afin de trouver la relation entre les équations 1.104 et 1.105 les indices des sommes peuvent étre
exprimés par [ =i+ kM ou 0 < i <M — 1 et I’équation 1.105 peut étre réécrite de la maniere
suivante :
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A =1 " = . &
- 1 it | I =2 2wk (1.106)
Xgle?™) = AT Z l:r Z Xe [:..T ('_ﬁ]— = ))]

t=Al Iree—

On obtient alors la relation

=
La décimation est illustrée a la figure 1.26. L’équation 1.107 montre que le spectre X, (e/?) est
composé de M copies de X (e/*) mises a I’échelle par un facteur 1/M et décalées par des entiers
multiples de 2.
Par conséquent, un décimateur sera en pratique composé filtre passe-bas idéal de fréquence de
coupure F. = 12T" = 1/2TM suivi d’un opérateur de décimation | M comme représenté a la figure
1.27.

1.10.2. Augmentation de la fréquence d’échantillonnage

L’augmentation de la fréquence d’échantillonnage, ou interpolation, ou encore sur-
¢chantillonnage, par un facteur L entier est une opération consistant a augmenter le nombre
d’échantillons de la séquence d’origine d’un facteur L. Soit un signal continu x.(t) échantillonné
a la période T représenté par la séquence

x(n) = x.(nT) (1.108)
x At
i X g
| =___}
* : ~ & L
z(nT)
T | 2 — 11:1'. o A
L AN A\
‘-'; L =T g =T 2]
r:t[uT'T .
—_—
1Lt TAANAA
STt ’ T aT ar : p

Figure 1. 26. Représentation d’un signal continu xc(¢) et de son échantillonnage a 2 fréquences
différentes et de leurs spectres respectifs.

wnT) Fillre Passe Bas winT) WaT")
e a Gain =1 M
0c = =M

Figure 1. 27. Décimateur : filtrage passe-bas suivi d’une décimation.

On posera donc le résultat de I’interpolation de x(n) d’un facteur L par la relation suivante :

x;(n) = x,(nT") = x.(nT/L), (1.109)
avec T' = T /L la période d’échantillonnage en sortie de I’interpolation ou F, = F,. L la fréquence
d’échantillonnage en sortie de ’interpolation.
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A partir des équations 1.108 et 1.109, on peut déduire que :
x;(n) = x.(nT/L) = x(n/L), n = 0+L,+2L, ... (1.110)

1.10.2.1 Elévateur de fréquence d’échantillonnage
On définit par élévateur de fréquence, le systéme décrit a la figure 1.28 consistant en 1’ajout de
L-1 zéros entre deux échantillons successifs de la séquence d’entré x(n) défini par :

_ _ | =n/L), n=0,+L +2L....
i) = { 0, ailleurs (1.111)
Ou de maniere équivalente :
reln) = Z c(k) - o{n — kL) (1.112)
km—ne

La notation graphique utilisée est 1 L (voir figure 1.28). Si la fréquence d’échantillonnage en entrée
de I’¢lévateur de fréquence est Fe, alors celle de sortic vaudra F, = F,.L. La période
d’échantillonnage en sortie vaudra quant a elle T' = T /L.

N T, 20 e (Y

Figure 1. 28. Elévateur de fréquence d’un facteur L : ajout de L-1 zéros entre deux échantillons.

L’opération 1 L peut étre étudiée dans le domaine fréquentiel afin de comprendre son utilité dans
le cadre de I’interpolation. La TF de x.(n) s’exprime :

. - a 1.113
..I||.-,.':'|"".|:d-J 'I - E .J'r-:T|'|"'r:lr'_-'“"'"r ( )
= & ;(L'*").—.-.n-r- (1.114)
u:H.i:ﬁ':."L ; L
En posant n = kL, on obtient :
= x A (1.115)
.]'.',Elfﬂ-""ul = E (KT )e - kLT

58 (1.116)

— Z I.:’ J'T JF—_l...-J.-T'
o (1.117)

= X .:_..-J-*'I ]

L’ajout de zéros n’a donc aucun effet sur le spectre, si ce n’est I’écartement de 1’intervalle de
périodisation d’un facteur L. Ceci est illustré a la figure 1.29. On s’apercoit alors qu’un filtrage
passe-bas idéal de gain L et de fréquence de coupure Fc = 1/2T permet de retrouver la forme du
spectre correspondant a x.(¢) échantillonné a T'.

2 T M)
e, = A . A A
: =T xT w
Uy
A A i i
I H I : — .'I i i i i\ | I'.
b i 'll IIIL I .!ll Il'. llll IIII 'll ll'. I |lll .II i
: -HTT =T =T l1'-|." i

Figure 1. 29. Influence sur le spectre d’un signal interpolé par des zéros.

Dr E. Mehallel 36 Cours traitement avancé du signal



Chapitre 1. Rappels sur les Filtres Numériques (RIF et RII)

1.10.2.2 Interpolation
Un interpolateur (voir figure 1.30) sera donc défini comme la succession d’un élévateur de

fréquence 1 L, suivi d’un filtrage passe-bas idéal de gain L et de fréquence de coupure Fc = 12T
(ouQ, =m/L).

s |y | FlvePesseBas | q
— 1L Gain=l f—
ac = =flL

Figure 1. 30. Principe de I’interpolation d’un signal

D’autres systémes d’interpolation sont connus (interpolation linéaire ou par TFD) mais ne seront
pas détaillés ici.

1.10.2.3 Multiplication de la fréquence d’échantillonnage par un facteur rationnel

La figure 1.31 représente un schéma permettant de multiplier la fréquence d’échantillonnage d’un
systéme par un facteur rationnel R = L/M. On aura alors F, = R.Fe = L.Fe/M ou encore T' = T/R
= T.M/L. Pour cela, il suffit d’effectuer tout d’abord une interpolation par un facteur 1 L, puis une
décimation par un facteur | M. Les deux filtres présents dans la décimation (voir figure 1.27) et
dans I’interpolation (voir figure 1.30) peuvent alors réunis dans un seul et méme filtre dont la
fréquence de coupure F. dépendra des valeurs relatives de L et M selon :

soit B> 1es M < L & Fle > Fe = Fo = o,
st R<1& M > L& Fle< Fe = F. = wpr.
On peut également écrire :
B il (*I;r ,_,’F) (1.118)
Ou encore
£}, = miim [;,- :i:rj] (1.119)

Car le filtre passe-bas travaille a une fréquence d’échantillonnage L.Fe (ou encore M.E,).

e FilfTe Passe Ba T
TL Gain = L M

L = mindxiL, x/M)

Figure 1. 31. Multiplication de la fréquence d’échantillonnage
par un facteur rationnel R = L/M
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Série de TD N°01
1/TRANSFORMEE EN Z

Exercice 01 :

Calculer la Transformée en z des signaux suivants en précisant leurs demain de convergence D :
1) x1[n] = §[n]
2) x2[n] =8[n—a]
3) x3[n] = u[n]
1 si0<n<N-1]
4) x4[n] =
) x4ln] {0 ailleurs
5) x5(n) = a™avec n=>0
SOLUTION :
1) x1[n] = 8[n] = X(z) =2z° =1V z € C, Donc RDC=C

2) x2[n] = 8[n — a] 3) x3[n] = u[n]

4 sinal Uin]
1 i. i 1 o b E C
: n
— | "1 - -—— - = — -
i 1 a i 1 i
- S - ; T T"" 4
Xiz)= E-.’?[r'. —al: = ¥zl Eﬂ'r [%]= _-.I'EL L™
“-I‘{DC= C* pour (a> 0) Converge pour (251 vers I"I:I-_;l
1 si0<n<N-1] '
4) x4[n] =
) x4[n] {0 ailleurs
N-1 L— N
X(z) = Z zM=14+z14+2z24..270N-D = T converge si |z| > 0
n=0

5) x5(n) = a™u(n)
i -
Cia Xiz)= ¥ sz "= " " =7 s ’r

i gl

-
- - i I - B
Carte conmninse oo saen hine que g 3|2 “l= | = I'J

Ot obiient alors

Exercice 02 :

Calculer la Transformée en z (TZ) des signaux suivants :
1) x(n) = a™u(n)

X(z) = Z atz ™" = Z(a z Hn = — =
l—az!' z—-a
n=0 n=0

La série précédente converge si et seulement si |a z71| < 1, ¢’est-a-dire ssi |z| > |a |.
2) x(n) = nu(n)
-2

d z z71
X(2) = —ZEU(Z) =—z <(1 —z‘1)2> = q gy Powr |z| >0
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3) x[n] =u[n] —uln—a],a €N

a—1
z%—1
X(z) = ZZ‘” =1+zt+z24..z70@D = p— .z'7%  pour |z| >0
n=0

Exercice 03 :
Calculer la transformée en z (TZ) du signal porte discret x[n] = /ir[n]
» En appliquant directement la définition ;
» En utilisant I’échelon de Heaviside discret u[n] et le théoréme du retard.

Comparer les deux résultats.

Solution
1) T L) - j!r:l!rlj.j_;-'- ‘Z:*'* A=
[ L]
2y P2 &)} = TE(LTRY) - LTE-TT)
- TZ{ULE]) - TRUIE-T])
= {1 2T T LTA])

Exercice 04 :
Soit un systéme linéaire invariant dans le temps avec la réponse impulsionnelle :

_fa" n=0 , s . i _(1 0<n<N-1
h(n) = { 0 n<0 et la séquence d’entrée est donnée par : x(n) = { 0 illewrs

- Déterminer la TZ de la séquence de sortie Y (2) telle que :Y(2z) = X(z) X H(z)

Solution
1- Caleul des ¥=)—7
Puisgue wim} = x(m)® Wia)

)= X (=)=}
Jl.‘:_=}—z.'v:{ﬂ}:"' = - o o ——

H{z)= E.F![:H]:" = i:f"_‘"' - 1—:“. HVES |r| =

Finalement, on IPoEye

: 1—z" L. - aT{—at) . o
£ %o o e e (= — 1= —a) aves |=| =

Exercice 05 :

Déterminer X (2) pour le signal causal x(n) produisant périodiquement les échantillons :
1. x[0]=0,x[1]=1,x[2]=2,x[3]=0,x[4]=1,x[5]=2,x[6] =0...

Solution

Xizy = E w[&].=7
g
(w3

i
o = . §
Définition == = &% 02" 5 L0 L 3.
i

—{:" i E_*:"'}.E:"'

Fad

i | A
Poaa ,':I =LX(z)= l—ll—_']'——

2]
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Exercice 06 :

Trouver les séquences temporelles x(n) des transformées en z suivantes :
4z Z

1. X(z) =2 +;+Z_0.5
wmh = 26y + dulmy — (0.5 win).

2. X(z)=(zfj S

)2 (z-0.5)2
xi) = S r) — dnil 5" win ).
2
3. X(2) = z

(z-1)(z-0.5)?

A, DMviding bath sides of the previouz z2-transtorm by = waelds
Xic) & il - i x: [
E (Z=1Hz=05" =1 =05 (z=0359"
.1'{:::| 5 |
where A = {= — 1% — - = o).
T om |y (2— 0S5,
Uisdmpr il Cormiulams for saml=oroder real poles bn Table 508, wihere o = 2 minad
g S, 1oy dhetermmine 7 oo O yields
1 o ML=}
L R —— T PG 2L
- s e B e
of - | —1 |
- — -
oz l::—I:] Sl o= ||: i1k

o - = I L il s A=)
= o (1 — 1 af=" {l- B = }_-u..!-

Then X{r) = nis 4 i = b

-, |
e R —" S — s

The mvearse = traonstform for eanch term on the rAght hand side of Eguntion
(5.9} con be achieved by the result hsied in Takk: 5.1, that is.

e e T
Z! {m} = (0.5 wuler).

== —:..-} = {5 aad e ).
i= — 0.5¥ { o)
From these resulis, iv follows that

Al = dealor)l — LSV welen) — Zrel 0. 5wl ork.

1
4. X(Z) = 6-5z"1+z72
z’ ) z
A= s srs]l 61/ DNa-1/3)
= A =
Iiz}:?[. 2 z—u3]

1'..-=]-I--|I:|-:'|'J r=—13

=3

. z
L i

1 = 1 T
X = 52172 33-1/3

el ma
xim) = (%] i)~ {%) wel)
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-z
[(z-1)%2(z-2)]
X(2) 1 A B c

La décomposition en €léments simples, on ecrltT e e et

A=lim(z - 1) @ = —1,B=A= lim—((z 1)?2 X(Z)) -1, € =lim(z-2) *2 X(Z)
n-

5. X(z) = avec |z| > 2

s N @ -1 -1 _ -z z
Dow:===wton ™t ( = X(2) = ) ten T e

Donc x(n) = —nu(n) —u(n) + (2)" u(n) = ( n—2)"+ Du(n)

2/FILTRES NUMERIQUES

Exercice 01 :

Un systéme est défini par la fonction de transfert :
1+z1
(1+05z71)(1-04z71)

H(z) =

1. Est-ce que H(z) est stable ?
2. Donner les coefficients du filtre (a, b).
3. Donner I’équation aux différences.

Solution

1. On cherche sur les pdles :
(1+05z27H(1-04z"H)=0=>(14+05z1=0o00(1-04z"1=0)=>7 =
—0.50uz, =04

= Le filtre est stable presque |z,] et |z,] <1

2. Les coefficients du filtres (a,b) sont :

B(z) _y() . _ -1 _
H@)=28=28: B =1+2z=b=[11];

A(Z) = (1+05z7)(1-04z"1) =(1+0.1z71 = 0.2z272) > a = [1,0.1,—0.2]

3. L’équation aux différences :
xn)+x(n—1)=yn)+01y(n—1) — 0.2y(n — 2)

Exercice 02 :

Soit le filtre suivant :
H(z)=01(z7'+2z73)+0.2z72
Te le période d’échantillonnage Te=1ms
1. Donner et tracez sa réponse impulsionnelle h(n)
2. Calculer la réponse fréquence, le module et la phase.
3. Donner sa fréquence de coupure a -3dB.
4. Donner I’expression de la y(n) en fonction de x(n)

Solution

1. Le filtre est stable, pas de podles.

5 hin)=0.4[8(n— 1)+ (n —8)] + 0.2.4(n —2) : RIF symitrique

3. h(n) o .
H{0) = 0.2.e7 28] 4 postd] 0.1

[H5)| = 0241 + rlhl‘lll e @-m=----
Arg|H ()] = —20} = phase linéaire T T

fo = 182H:
1 2 3
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Chapitre 1. Rappels sur les Filtres Numériques (RIF et RII)

4. Filtre RIF, la sortie dépond seulement d’entrées.
5. y(n) =01x(n—1) + 0.2x(n — 2) + 0.1x(n — 3)
Exercice 03 :

Un filtre numérique décrit par 1’équation aux différences :

1 1
y(n) == x(n) - 5x(n — 1)
1. Déterminer la fonction de transfert H(z) ainsi que la réponse impulsionnelle h(n) du filtre.

2. Préciser le type de ce filtre.
3. Déterminer la réponse fréquentielle, le module et la phase.

Solution

1. De I’équation aux différences y(n) = %x(n) — %x(n -1)

On en déduit Fonction de transfert : Y(z) = %X(Z) - %X(Z)Z_l =>H(z) = % = %(1 -z

La réponse impulsionnelle : h(n) = %5 (n) — %5 (n—-1)

2. C’est un filtre RIF presque la sortie dépend seulement que des entrées (la réponse est bien
finie).

OonY,h(n)= % + % = 1 qui est bien limité d’ou la stabilité du systeme.
3. Réponse fréquentielle H(e/?) :
1
HG) =527
On remplace z = e/

Q

+'g _'Q
etz — 712 _Q .__Q AL oo
—|=e72 (]smi):> e’z el2 sin

. 1 . Q)
H(el*)==(1—e77")= e’2
() =2 (1) = &

2
— /G D sin
e sin-
Alors Le module : |H(em)| =sin2 et la phase : r_2
2 2 2

Exercice 04 :

Considérons la fonction de transfert en z suivante :

5 1
B—EZ

L 1)

1. Trouver les poles et les zéros de H(z) et les représenter dans le plan complexe.

2. Décomposer H(z) en éléments simples et déterminer h[k], I’inverse causale de H(z)
3. Etudier la stabilité¢ du systeme.
Solution
1. Les poles et les zéros de H(z) :
2zéros:z=5/18etz=0
2pbles:p=1/4etz=1/3
2. Décomposer H(z) en éléments simples et déterminer h[k], I’inverse causale de H(z)
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Hizl=

EENEE

Paic pcdeduialicfilatia

R [ T i o, [
.-.|-L|ql|ll.1..l| '-{'_1.,] ].-:,lu
3. Etude de la stabilité

Sur le domaine causal, i.e., |z| > 1/3, le systéme est stable car le cercle unité appartient au domaine
de convergence. Ailleurs (domaine anti-causal...) le systéme est instable.

Exercice 05 :

Soit un filtre numérique défini par sa réponse en fréquence :
1+ 2e7
1 .

1 —'7631

H(jQ) =

Donner sa fonction de transfert H(z).

Ce systeéme est —il stable ? et pourquoi ?

Donner son équation de récurrence.

Dessiner les structures direct I, direct II et direct II transposé pour ce filtre.

M

Donner I’expression analytique de la réponse impulsionnelle de ce filtre h(n) .

Solution

1+2z~

1-2z-1
2

(1-05z"1)=0=(z"1=2)>2z= 0.5 = Le filtre est stable presque|z| <1

)—A

. La fonction de transfert : H(z) =

L’équation aux différences : y(n) = x(n) + 2x(n — 1) + 0.5y(n — 1)
Les structures :

la réponse impulsionnelle du filtre h(n)
n n-1

h(n) = (%) u(n) + 2(%) u(n—1)

> > ;Q> G) > > >
| LE
2 12 12 2 2 172
\
D —P—

Directe I Directe 11 Directe II transposée
Exercice 05 :
1) Donner I’équation aux différences et la fonction de transfert H(z) - iet)
du filtre numérique représenter par la figure ci-contre. '3 J_
2) Déterminer les pdles et les zéros du filtre. A quelle condition celui- - Z_j
ci est-il stable ? E_li -
3) Tracer le diagramme pdles-zéros de ce filtre dans le cas ou a = 0.9 _ |71
et f = 1. En déduire I’allure de sa réponse fréquentielle.
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Chapitre 1. Rappels sur les Filtres Numériques (RIF et RII)

Solution
1).L’équation aux différences : y(n) = x(n) — fx(n — 1) — a’y(n — 2)
La fonction de transfert :

HG) = B2
2= azz2
Le type de filtre est RII
2).
z.(z— )
H(z) =——— 2~
() 72 + a?
Poles= +ja ; zéros=0et B, Stabilitéssi a <1

3).Le diagramme pdles-zéros de ce filtre dans lecasou a = 0.9 et f = 1.

e

P ———

- =

i =1
=
i
i
"
n

Exercice 06 : (Synthese d’un filtre RIF: méthode du fenétrage)
1- Montrer que la réponse impulsionnelle h(n) d’un filtre passe-haut idéal de fréquence de coupure
normalisée ve= 1/4 (voir figure 3) peut s’exprimer :

cinnw 2
_¥ o= [0

hin) = = ¥
por n =0 12 -1 I 154 12

Bl =

Fig. 3 : fdponcs frdquantislle addats.

Ce filtre est-il réalisable sous forme d’un filtre RIF ?

2- On cherche a approcher ce filtre idéal par un filtre RIF causal a phase linéaire, de longueur N
la plus petite possible, par la méthode du fenétrage. Ce filtre doit respecter le gabarit fréquentiel
de la figure 4 : bande de transition de 1/10 ; atténuation de la bande basse supérieure a 30 dB.
Comment s’y prendre ?

L TR
e v

I
i

g =il

Fig, @ : Gabark du Fkne pesds-hagt,
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Chapitre 1. Rappels sur les Filtres Numériques (RIF et RII)

3- On remplace le fenétrage précédent par un fenétrage rectangulaire symétrique sur 11 points.
- Calculer les coefficients du filtre ainsi synthétisé.
- Dessiner la structure de ce filtre.
- Dessiner le gabarit dans lequel s’inscrit sa réponse fréquentielle, en précisant la largeur de
la bande de transition et I’atténuation de la bande basse.
- Montrer que si I’on met en cascade (I’un a la suite de I’autre) deux filtres comme celui-ci, le
systéme ainsi constitué respecte le gabarit de la question 2.
Solution
1- La réponse en fréquence idéale d'un filtre passe-haut est périodique, donc décomposable en
série de Fourier. Sa transformée inverse n’est autre que sa réponse impulsionnelle :
D'apres la figure 3,

B} = TFD® (H( £ 1), ()= [0 N (;"}uﬂ""-'nr-r foie {fi}uﬂ""fra,r

s e T T
peoer n = A0 = J' 1df + I i df ;_.:._E.|.::-I
13 (F ) T

pourn » 0 h(n) = | | LePmaf 4 |, Lermrdp

a a

=

1 -< 1 - : 1 L0 JHITS
pourn # 0 hin) = —— e F g~ _prmrfl = (o5 _ empem . e - %)
| ] —  Jimn s Jlum
nm
= —L_caysint o5y L 2.
= Lin{RR) — Sin 73] = =

Ce filtre n’est pas réalisable sous forme d’un filtre RIF, puisque h(n) est infinie et non causale
2- Fenétrage symétrique. Fenétre de Hamming ou Hanning pour respecter les spécifications en
amplitude avec le minimum de coefficients. Calcul de la longueur N :

i) wir)

bande de transition = Av=2 = 2=N < 1=10: Donc N > 20 donc N = 21. STy Tl o
3-h(0)=1/2 ; h(1)=h(-1)=-1/x ; h(2)=h(-2)=0 ; h(3) =h(-3) = 1/3n ; h(4) I

=h(-4) =0. Wi P )
On décale de 4 échantillons cette réponse impulsionnelle pour faire un filtre B2

RIF causal. e
Gabarit : comme celui de la figure 4, avec une atténuation de -21 dB pour la = L5
bande basse, et une bande de transition de 1/11. Si I’on met en cascade 2 '

filtres comme celui-ci, la bande de transition reste la méme et I’atténuation T

en dB est doublée, passant a -42. On respecte donc bien le gabarit initial.
Intérét : structure moins sensible aux erreurs de quantification des échantillons et des coefficients.

Exercice 07 : (Synthése d’un filtre RIF : méthode de I’échantillonnage fréquentiel)

On désire réaliser un filtre dérivateur a Réponse Impulsionnelle Finie ayant une caractéristique en
phase linéaire par la méthode de I’échantillonnage fréquentiel sur N points. La réponse
fréquentielle entre -m et  du filtre idéal est donc définie par :

Dr E. Mehallel 45 Cours traitement avancé du signal
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LI
filfeid] = { / E poier =101, =0 = 0L,

(1] poe [ cOSwer =w <l < =0,

onfice £, = ’H
1. Dessiner le pseudo-module A(Q) et la phase @(2) de la réponse fréquentielle pour -2 < Q <
2m.
2. Donner le type de réponse impulsionnelle issu de la classification vue en cours pouvant réaliser
au mieux ce filtre RIF a phase linéaire.
3. On échantillonne le filtre idéal a Qe = Qc/2 pour 0 < kQe < 2.

- Représenter la réponse fréquentielle du filtre échantillonné Hu(k€.).

- Exprimer la réponse impulsionnelle h,(n) en fonction de N.

- Calculez et dessinez h, (n) pour le cas particulier ou N =7.
4. Donner I’expression de I’équation aux différences du filtre. En déduire la fonction de transfert
H,(z) du filtre obtenu.
5. Donner une deuxiéme version de H,(z) directement déduite de H,(kQ2.) sous forme de cellules
du second ordre en parall¢le réelles.
6. Montrer que les deux versions du 4. et du 5. sont équivalentes.
A votre avis quels sont les problémes sur la réponse fréquentielle de ce filtre. Donner une nouvelle
version du filtre hy, (n) déduite du filtre h,(n) dont le comportement en fréquence serait optimisé.

Solution :
On désire réaliser un filtre dérivateur a Réponse Impulsionnelle Finie ayant une caractéristique en
phase linéaire par la méthode de I’échantillonnage fréquentiel sur N points.

On fixe Q. = %ﬂ

1. A(Q,) = % entre —Q. et Q.. La phase ¢(Q )est constante entre —Q, et Q. et vaut /2

c

(voir figure 1)

el
1+ p
/ /
i/ /
/
-'"r F4
i i i
/l a " S o
| f.r'.. mlﬁu:, ."-
I b
b ¥
= _;'I'[

Figure 1 : Pseudo module et phase du dérivateur

2. Le type de réponse permettant de réaliser au mieux ce filtre RIF a phase linéaire est le type III
(réponse impulsionnelle antisymétrique et N impair). Cela implique deux zéros en = 0 et Q =mn.

3. On échantillonne le filtre idéal a Q. = Q./2 pour 0 < kQ, < 2m.
— La réponse fréquentielle du filtre échantillonné H, (kQ,) est donnée figure 1.
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Rappels sur les Filtres Numériques (RIF et RII)

5 Hied
1+ ,
it /
3
r"l! /
» - 0NN O —F —
/ "J‘ n i 0
'
/ oy
_-": r 'I":-':-' 'i-"
2
s 00 e e -
4 n

Figure 2 : Pseudo module et phase du dérivateur échantillonné

Caleal die b, in) pour n = g...N=1

N=1

|- ko N
haln) = 2 Hikle)e
]
||J"[-'|| - .E%;'[lb-ﬁ"’"lzrn:'\. £ S I,J'-I-i‘!ll_l’."l' - ._J'.'.'Il.'l =Z) N _ “IF-'NI'ETI’-' |.|r.:-'|"|'|
hiin) = .-'I..],‘—.|“-:"'-“':m"""' b pHEnN _.:-.lznln.-'.'-' ) “Ia‘.-rmrn.'.".'l
balin) _.'-.]"—I|_|'.-:-:r-l;'.!rrr||-'."'r-:l + fominal dam AN )]
I
bl = = _]" [sim{2=n /N )+ sin{dwn /N )]
Paiir W =7 = |II.-||.II| = —:=|5.'r|['21rrl_."'.l':l + _1.||r|: |1'.r|."7:-| Pt m= g, .8
n 0 i ] K| + b G .7

him]

i -i¥ -oisF 0aeld -01614 GonEd 089 0

4, Fagunthon aex difftremees du filiee et fosction de aansien en 2

pim)

-”In.';T:'

= —(L3ke|m — 1] —0.0188x{n — 2] 4+ 0.161rn — 3)
0L 161drln — 4) + 00163 — 5) + 03000 — &)
= —U.m-:'._l - .'_"i'!- - L|'.I:|-]5~:'|-|'.'_:E - :_:':- + 161 1|::_'.I - :_l]

5. On peut également déduire H,(z) directement de H, (k(l.) sous forme de cellules du second ordre en
paralléle réelles en utilisant la formule vue en cours.

1 N2 g

H.il:'t} = i vk
N Je=ii 1—z" I'.Elll'"
L—zN 0.0 1 1 0.5
s Sl e o e s e ._._I
&) N l—xle¥ Jegla® 1-zeF 1—zleH
Hala) = I .1"le 2 Vgin{ 5 fN) 2 2z aindx fIV) ]
il . N 1 —dooa(dn Nzt #3721 — Zeos(de /)~ 432
. s —0.11z~? —0.38: !
Halz) = (1-2 ][| 13T 143 T 1-0H8z1 423

6. Montrer que les deux versions du 4. et du 5. sont équivalentes : il suffit de réduire au méme dénominateur la
formule précédente, puis de faire une division polynomiale.

7. Les problémes sur le filtre (module de H,(€.) tres différent d’un dérivateur) viennent de la contrainte sur
la phase qui a été implicitement posée. En effet, la spécification impose une phase nulle. D’autre part, on a

ici N =7 alors que le centre de symétrie est placé en 3.5, différent du ¢ = % 11 faut donc utiliser un filtre

a phase linéaire hy, (n). Pour cela, nous devons décaler h,(n) de @ = 3 : hy(n) = hy(n — 3). Dans ce cas le
filtre se comporte beaucoup mieux en fréquence.
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Exercice 05 : (Syntheése d’un filtre RII Passe-bas)

En utilisant la méthode de I’invariance impulsionnelle puis la transformation bilinéaire, déterminer
I’algorithme du filtre numérique passe-bas équivalent a un filtre analogique de Butterworth (f, =
100 Hz, f, = 1kHz, atténuation de 10dB en bande coupée, largeur de la bande de transition 2.f.).
Vérifier la nature du filtre dans les deux cas. Etudier et comparer les réponses fréquentielles.

Solution :

La synthése de filtre RII est une méthode de synthése numérique qui utilise la synthése analogique.
Cette synthése analogique a besoin en entrée d'un gabarit analogique a respecter pour retourner la
fonction de transfert H (p) d’un filtre respectant ce gabarit. On passera donc dans un premier temps
du gabarit numérique H(f;/f.) au gabarit d’entrée de la synthése analogique H(f,).
Les atténuations du gabarit numérique restent identiques a celle du gabarit numérique mais I’axe
de fréquence doit subir la prédistorsion suivante : f, = (1/nTe)tan(nf,/f.) avec f; fréquence
numérique et f, fréquence analogique.

On choisit d’utiliser ici le modéle passe-bas de Butterworth, dont la fonction de transfert est donnée
par:

1

ER AL
1+ ()

|H{w)|* =

Ou w, représente la pulsation de coupure. L’atténuation pour w = w, = 2zt est fixée a -3dB.
Le paramétre N va permettre de satisfaire a I’atténuation en début de bande coupée. On souhaite :

184 2iin

1
= 1gH = 1M ogg—
F {ﬂ]“‘ 108 = 1t Mo Th

L

g sl T e
n o — = 2. donc aprés i mpd § FiL oot fom b roneegee N S 37 5 = = 1.585
U__ - e o=

Donc M=2.

Che passe wainlenant de de Hiem) d Hipl @ [ = (PP ] g

e

Hip) = ———=
P2 + y2anp + al b

'
o Wi ‘
fie] =v2 e o2 .Hi.nl:#!:l.l!.l[t':l
o2

Méthode de I’'invariance de la RI ;
o
i —%-. - o -
ffr] =& we v < '.:cln{%_-ri-. T',}l.-'f{u. ol |
L1
ool

& _“:':Fr"..-;l.n {% . T,].I"

My mlZ] = V2w = : =
e T A S
) ’

2=z

0,245 &1

AN M. 2] = -
rarlZ] 1 — 116 -1 4+ 0ol 1. g3

Méthode de la transformation bilinéaire :
2 =20

Gt T

00644+ 11262~ 4+ 064E 2
1-L17 2440428 8%

LFis 1] Hrm |£] =
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Chapitre 2
Signaux aléatoires et Processus
stochastiques

2.1. Introduction

Le mot « signal » désigne I’évolution temporelle d’une grandeur physique mesurable (courant,
tension, force, température, pression, etc.). Ces signaux physiques sont modélisés par des fonctions
mathématiques X dépendant d’une variable représentant le temps . Un signal est dit déterministe
si son évolution peut étre prédite en utilisant un modéle mathématique. C’est le cas de la tension
¢lectrique aux bornes d’une alimentation qui peut s’écrire x(t) = A cos(2mfyt). Si 4 et fp sont
connus, on peut déterminer la valeur de ’amplitude a n’importe quel instant. Il n’en est plus de
méme pour un signal tel que celui observé a la sortie d’un microphone. Il semble que tout effort
pour écrire I’équation d’un tel signal, méme avec un trés grand nombre de paramétres, soit voué a
I’échec. Par contre on imagine assez bien que, faute de pouvoir donner la valeur du signal a un
instant ¢, il soit possible de préciser une distribution de valeurs possibles. D’ou I’idée d’utiliser
des variables aléatoires pour décrire le phénomene a tout instant. Par définition, un signal aléatoire
ne peut pas €tre décrit par une loi mathématique qui prédit sa valeur a chaque instant, car cette
valeur n’est pas prédictible analytiquement. En revanche, on peut décrire ses propriétés a 1’aide de
probabilités et de statistiques.

2.2. Définition
Un processus aléatoire (ou stochastique) X(z,w) est une famille de fonction X (¢), réelles ou

complexes, définies dans un espace de probabilité (), c’est-a-dire dépendant de deux variables,
I’une est le temps t, ’autre est la variable w définissant le hasard. Selon que les variables sont
continues ou discretes, on parle de processus aléatoires continus X (¢, w) ou discrets X (n, ).

_.-1 g _ . . . ] ]
J Tl TR o — Réalisation d’un variable aléatoire

Espace de - |_,-’ 013 M_ - 4—/:'*##_‘

X (t,, w) =X,= variable aléatoire

réalisation £& 5 A1

I '.'_ . . AR -;_ ._-__._"' N' wl) = Xl(t): SA
i - 1 ) n 5 Fann '

X(t, w,) = X, (t)= signal aléatoire

#20 e T o Trajectoire

i I . L
| Bl . S d
] H ¥ ]
1 '

Figure 2.1. Processus aléatoire et signaux et variables aléatoires.
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On la note en générale X = {X;(w)} ot w est I’épreuve associé a la réalisation X;(w) de la variable
aléatoire X;.
w Pour chaque t, X;(.) estune variable aléatoire égale a 1’état du processus considéré a 1’ instant
t ( t est fixe, w est variable).
» Pour w fixé, X;(.) est un signal aléatoire (réalisation) qui est un fonction du temps.
= Pour t et w fixé, X;(w) est un nombre (t est fixe, w est fixe).
= X (t,w) estprocessus aléatoire (t est variable, w est variable).

2.3. Signaux aléatoires

Pour une réalisation @; donnée, le processus aléatoire X (¢, ) se réduit a une fonction X7, @)

que I’on notera simplement X, (f) , ¢’est un signal aléatoire. Le signal de parole, le signal de radar,

les signaux de sismiques, 1’¢électrocardiogramme en sont des exemples.

2.4. Variables aléatoires
A chaque instant 7, le processus aléatoire X (¢, ) se réduit a une variable aléatoire X (Z;,®) notée

X (¢;) ou simplement Xx,, dont le comportement nécessite la connaissance de sa fonction de

répartition :
Endiscréte :  Fy (x) = Fy (x,1,) = prob(X; <x) En continue : F(x) = f_xoo p(x)dx
ou de sa densité de probabilité (loi d’évolution):
dFXi(x)
P, () = px (6, t)) = —-— @D

2.4.1. Moments d’une variable aléatoire

Pour caractériser complétement une VA, nous devons connaitre sa fonction de densité de
probabilité. Cette densité peut étre caractérisée par quelques nombres appelés moments
statistiques.

a) Moment du premier ordre : Espérance mathématique
La valeur espérée ou moyenne mathématique d’une VA est donnée par :

Z Xk Pk cas X discret
K
k f xpx (x)dx cas X continu
b) Statistiques du second ordre
e Puissance . Le moment d’ordre 2 correspond a la puissance moyenne totale de la VA :
+00
E[X?] = f x*px(x)dx = ol¢; cas continu (2.3)
E[X?] = Z x 7 px(x) cas discret (2.4)
i
e Jariance : La variance d’une VA est le moment centré d’ordre 2. Elle est définie par :
+00
Var[X] =] [x — m,]?py(x)dx cas continu (2.5)
Var[X] = z [xi — mx]z'px(x) cas discret (2.6)
i
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La variance est le carré de 1’écart-type oy et correspond a la puissance des fluctuations autour de
la valeur moyenne :

Var[X] = 0% = E[X*] —m,” (2.7)
e Covariance de deux variables aléatoires : La covariance entre deux variables aléatoires est :
Cov|x,y] = E[(X — mx)(Y — my)] (2.8)

La covariance permet de mesurer la variation simultanée de deux variables aléatoires. Elle est nulle
dans le cas ou les deux variables sont indépendantes. Cela se traduit par le fait que :
E[XY] = E[X].E[Y] = m,.m, (2.9)
o Corrélation de deux variables aléatoires : La corrélation entre deux variables aléatoires est
exprimée par le moment du produit.

r(x,y) = E[XY] (2.10)
Aussi, on définit le coefficient de corrélation entre deux variables X et Y par :
Covyy
Pxy = g Oy (2.11)

2.4.2. Vecteurs aléatoires
Soient les variables aléatoires X,,X,,..., X, associes aux instants ¢,z,,...,z, . Ces variables aléatoires

forment un vecteur aléatoire [x,,x,,...x,Jf . Ce vecteur est caractérisé par sa fonction de
répartition :
Fy(x,X%5,...,x)=prob(X; <x;, X, <x5,...,X; <x}) (2.12)

Exemple 1 : le jet de dé
Il y a six valeurs possibles x; = {1,2,3,4,5,6} avec prob(x;)=1/6 et }.; prob(x;) =1

Exemple 2 : soient 4 étudiants ayant obtenu les notes suivantes a ’examen : 10, 9, 10, 14 dans un
module A. si on cherche la probabilit¢ d’avoir chaque note on trouve: prob(4=9)=1/4,
prob(A=10)=1/2, et prob(A=14)=1/4. On obtient le tracé suivant de p(4).

1z plA)

| _

9 10 14 A

174

Si on veut connaitre la probabilité d’avoir une note inférieure ou égale a 10 (< 10), p(A < 10) =
1/4+1/2 =3/4. Si on fait ce calcule pour toutes les valeurs A, on obtient la fonction de
répartition F(A) :

I I.... - 8 8 8 8 8 e e II.:Iill

174

Probix = U =x,)=Fir - Fix, )

1/4
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2.4.3. Lois de probabilit¢ de VA usuelles
1) La loi normale : La variable aléatoire associée X est dite normale, gaussienne, ou normalement

distribuée si sa fonction densité de probabilité s’écrit :
1 1(x—m)
exp| —=———— (2.13)

pX (x) = 2
’Znaz 2 0

Elle dépend de deux paramétres m et o % qui sont, en fait, respectivement la moyenne et la variance

de la variable aléatoire :
m = E[x]

var(x) = E[(x —m)?] = o2 (2.14)
o
———r-T
- T, WL
E oy [ e 10
2 ..
-1
-
B opa -
i o,
= i L
E 01 | ! '-'-.
] I
L] o /
£ s \
£ oy -.x“'
s W = = - 4

Figure 2.2. Loi normale.

2) La loi Uniforme : la variable aléatoire X est uniformément répartie entre a et b veut dire que la

probabilité équiprobable quelque soit la valeur de x sur [a, b] :
1

px (x) ={p —q
0 ailleurs

La moyenne et la variance de la variable aléatoire sont :
m=(b+a)/2

var(x) = (b — a)2/12 = o (2.16)

& pix)

11 h-alé i

R
ol

Figure 2.3. Loi Uniforme.

2.5. Processus aléatoires (PA)
Un processus aléatoire X (¢,w) est une famille de fonctions X (¢) , réelles ou complexes, définies

dans un espace de probabilité, c’est-a-dire dépendant de deux variables, 1’une est le temps 7,
I’autre est la variable w définissant le hasard.
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2.5.1. Fonction de répartition et densité de probabilité
A chaque instant ¢, le processus aléatoire X (¢, @) se réduit a une variable al¢atoire x (¢,,») notée
X (¢;) ou simplement Xx,, dont le comportement nécessite la connaissance de sa fonction de
répartition :

Fy (x) = Fy (x,1,) = prob(X, <x) (217)
ou de sa densité de probabilité :

4y ) (2.18)

le_(x):p(x,t,-):
La connaissance totale d’un processus alé€atoire requiert la connaissance des densités de
probabilités a chaque instant .

2.5.2. Moments temporels d’un processus aléatoire
1. Moyenne temporelle : Elle est prise sur une réalisation x; du processus aléatoire pour une durée
d’observation qui tend vers I’infini.

T
1%z
x,(t) = Tlim Tfr x; (t)dt (2.19)
2
2. Autocorrélation temporelle
T
_ 1tz
R,(7) = Thm T,[ . X (O)x; (t —1)dt (2.20)
2

2.5.3. Moments statistiques d’un processus aléatoire

1) Statistiques d’ordre 1 :

a)Moyenne statigue : On appelle moyenne d’un processus aléatoire en temps continu x(t),
la fonction qui pour toute valeur de ¢, donne la moyenne de la variable aléatoire obtenue a cet

instant, soit :

+00

m 0 )= p,(0)= Elx(0)]= E[x]= [x.p0x1)dx (2.21)

b)Variance : la variance est une mesure de la dispersion de la variable aléatoire autour de sa
moyenne. Sa racine carrée est appelée écart-type (standard déviation).
var@) = o2(t) = E|(x, — EIx 17 |= EI 1-n6) (222)

Ou E[x’]= '[xz. p(x,t,)dx est la valeur quadratique moyenne (la puissance) et GX(Z}) est [’écart-

type.

Exemple I : soit le processus stochastique x(t) défini par: x(t) =a+ b.t ou a et b dont
les probabilités sont connues, alors : m,(t) = E[a + bt;] = m, + myt

Exemple 2 : soit un signal sinusoidal a phase aléatoire x(t, ¢) = a cos(wt + ¢) avec une phase ¢
uniformément répartie entre 0 et 2. Calculer les moments statiques de ce signal.

Pour une instant donné ti, on peut calculer des moments statistiques de la variable aléatoires
X(t,u)
- Ddowrenne

o an | asOalane  gr lofgr — L
e ol

Ay Gy = E| M {4 "I = |-_,l ol g oot Al e - g lalgs —
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- e

.'_ I L]
pe Aty = E X i) = | Fleacosian + @ldp = —a | coslan + @ldg -
r F =)

Nariance

a2 )= EX 0] - i ()= ELX 0] = | fuleda® cos™(aw + @)dgr =

=
m

Supposons, maintenant que ¢ est déterministe et que a est aléatoire de densité p(a), de moyenne
W, et de variance 0,2, alors :
J, it = Efoeosior + @] = 0, coslor -+ @) of =) .cos’ {an + @)

2) Statistiques d’ordre 2
Soient les deux variables aléatoires X, = X(¢,), X, = X(z,) et la fonction de répartition :

Fy (xy,x) = prob(X; < x;, X, < x;) (2.23)
et la densité de probabilité :
O*F,(x,,X,)
Py (xy,x))=—F7——2= (2.24)
0x,0x,

a) La fonction d’autocorrélation statistique :
On peut alors définir les différents moments du vecteur aléatoire [x, x,]" par E[xX /"X ], en

particulier, pour comparer les variables aléatoires, on utilise la fonction d’autocorrélation
statistique:

+00+90
R.(t,,1,) = ELX, X, 1= [ [ X0, (x,,x,)dx,dx, (2.25)
b) La fonction d’autocovariance :
La fonction d’autocovariance est la fonction d’autocorrélation des variables centrées :

C.(t.t,)=E[(X, - My, )X, - My, )= J. I(xl My )(x, = My, )Py (X, x,)dx,dx, (2.26)
En développant cette expression, on peut aboutir a :
C.(4,5) =R (4,,t)) —mymy (2.27)

Notons que pour des processus cenfrés (e t=00: oty f2) = Ryfty. 2

i peut stencdie c2s nobions pour mesurer ce lien enire dewx processis aleatoires par :

- Fonction  taicicordlabionstatistigue:. &0 )= f-‘-"l x(nh v ir,) Jl' LJI X ¥ 2 I'
- Foretion  tplerconmiance stabistigre © (80 )= B ey )=, 00 ) a7 (t5)
. {t,.1.)

- Le coefficient de oprvélofrou est detinie par: g (¢, 1, )= —1<p_[r.0,)%1

a, i e i)
Exemple 3 :
Reprenons I’exemple 2 et calculons I’auto-correlation statistique :
2
a
R, (t;,t;) = E[acos(wt; + @) acos(wt, + @) = E 7(cos(w(t1 +t,)+2¢) + cos(w(tl - tz)))
2
a
= 7cos(a)(t1 —t3))
On remarque que c’est une fonction périodique, ne dépendant que de 1’écart ti-t>. Pour ti=tz, on
retrouve la variance du processus aléatoire soit a%/2.
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Elles illustrent la relation entre les statistiques prises a deux
instants t; et tp différents. La fonction d'autocorrélation
mesure la corrélation entre les signaux émis par un méme
processus a deux instants différents. Lorsqu’il y a corrélation
on peut parler d’un «effet mémoire » du processus. On
définit la mémoire du processus comme le temps #. au-dela
duquel la corrélation est négligeable, # est aussi appelé temps
de corrélation. Par contre, si elle est nulle, le signal est
completement aléatoire et le signal x(t) a I’ instant t est
complétement décorrélé de ce méme signal a I’instant passe
t—1.

2.5.4. Stationnarité et érgodicité
Ces propriétés sont trés importantes pour interpréter, estimer et prédire les signaux aléatoires.

1. Stationnarité

Par convention, la notion de stationnarité est utilisée pour un phénomeéne dont les caractéristiques
essentielles ne se modifient pas au cours du temps :

a) Processus stationnaire au sens strict (S5S) : Un processus aléatoire est dit stationnaire au sens
strict, si toutes ses caractéristiques statistiques c’est-a-dire tous ses moments a tout ordre sont
indépendants du temps.
Px, (x)= Px, (xX)=py(x), Vi, j
E[x,]=E[X]=p,
2 2 2
Ex?|=Ex*|=0> (2.28)

R.(t,t;) =R (7), c . (t,,t,)=c (1), T =1, -1

b) Processus stationnaire au sens large (SSL) . Un processus aléatoire est dit stationnaire au sens

large, si toutes ses propriétés statistiques d’ordre 1 et 2 sont indépendantes du temps.

»= Un processus stationnaire est dit stationnaire d’ordre | si sa moyenne et sa variance sont
constantes et donc indépendantes de tout décalage temporelle :

mo()=m, = E[X(1)] et oy(t) =0y (2.29)

= Un processus stationnaire est dit stationnaire d’ordre 2 si ses statistiques d’ordre 2 ne
dépendent que de I’écart temporel entre les deux instants tj et to :

R (t,t,) =R (), 7 =t, — t, (2.30)
SiX(t) cenré : R (1) = E[X(t)X(t + 7)]

2. Ergodicité :

L’ergodicité est une propriété trés utile puisqu’elle permet d’estimer les propriétés statistiques d’un
signal aléatoire (et son spectre de puissance) a partir des parameétres temporels par 1’analyse d’une
seule réalisation de ce signal.

Un processus aléatoire stationnaire est dit ergodique si les valeurs moyennes statistiques et les
valeurs moyennes temporelles sont identiques.
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Chapitre 2. Signaux aléatoires et Processus stochastiques

a) Ergodicité en moyenne : Un processus aléatoire est dit a moyenne ergodique, si :

T

1
Elx] = m, =% = lim = x(®)dt (2.31)

b) Ergodicité en corrélation : Un processus aléatoire est dit a corrélation ergodique si :
T
Ry(t) = E[x(8).x(t + )] = Re(x) = lim [TEx(®).x(t + 1) dt (2.32)
—00 -

Remarque :
Un processus ergodique au sens large est stationnaire au sens large. L’inverse n’est pas vrai.

2.5.5. Propriétés de la fonction d’autocorrélation

Les propriétés de la fonction d’autocorrélation pour x aléatoire réel
SSL sont : L5 . Rxit)
“La fonction de cortélation est paire : R (g)=R,[-¢)avecr=1,—1, | &

LE1N
- La fonction est maximun i Totigine K, (0)=|R, {r ||
]
- Valeurs i lonigine et 3 l'mfini: R (0)= Etx(n)®) - 'hr:? .,.,,1-*-' |

et LmkK, |_I,'|=i:lmf.[.ﬂ.'].'ri.'+r:'}=,.!el'. LY
- .l
Foa Ftn ""'I s
. €L ] 7 1 [] ] S :'-
En effet.si vft) ne contient m compesante penodique i composante. indépendante du temps, lomsque
ft—ea, les vanmables xiflet vt + 7 devierment statishquement decomrelees

2.5.6. Processus aléatoires a temps discret
Un processus aléatoire a temps discret X (n) est une séquence de variables aléatoires définies pour
tout entier n. La valeur moyenne, la fonction d’autocorrélation et la fonction d’autocovariance sont
données par :
E[xX (m)]=m (n)
R (n,ny) = E[X ()X (n,)]
Co(nny) = EX (n)=m  (n) X (n)) =m ()]} = R, (nyony) = m (n)ym ()
Si le processus X (n) est stationnaire au sens large, alors la moyenne :
E[X(n)]: m, = const
est indépendante de 7, et la fonction d’autocorrélation :

R (nn+k)=R (k) =C,(k)+m,
ne dépend que du décalage temporel entre et n+k .
2.5.7. La fonction d’autocorrélation en discret

Cas discret : On remplacera ¢ pat n, un processus aléatoire X discret SSL possédera une moyenne
constante et une autocorrélation statistique ne dépendant que de k=n>-n; soient :

phnl=p =cste @ R ln,m =R k] avee k=,
(R ROD) e RN [ Rl R e RAN-T
Rlad= R R(2Y .. R (2N - R 1) Rty .. ﬁ'}l."."-!l. (2.33)
| R(N1) RN R NN | RAN=I} BAN-D) .. RO
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Ainsi, la matrice de corrélation d’un processus stationnaire discret est une matrice Toeplitz carrée.
Une matrice carrée est dite Toeplitz si tous les ¢léments d’une méme diagonale ou sous-diagonale
sont égaux. Cette propriété est directement liée a la propriété de stationnarité (au sens large) du
processus.

2.6. Puissance
Les personnes qui conversent (dans un café ou en cours) générent un signal aléatoire qui selon son
volume global possédera une puissance. Si x(t) est SSL, on peut calculer I’espérance de la
puissance instantanée par :

P, = E{x(t)?} = R, (0) = m2 + o2 (2.34)

Liénergie est alors dommée par: E, = [ Podi=[ Elxir)" Jat

2.7. Densité Spectrale de puissance (Relation de Wiener-Kintchine) :

La densité spectrale de puissance (DSP) S, (f) d’un processus aléatoire fournit une idée sur la
distribution de I’information contenue dans le domaine fréquentiel. Ainsi, la DSP correspond-elle
a la répartition de la puissance moyenne du processus dans 1’espace de fréquences. Pour un
processus aléatoire stationnaire au sens large x(t), la densité spectrale de puissance est définie
comme la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation et inversement :

S.(f) = f R, (v)e?™f dr (2.35)

Re@ = | Sc(Perras (2:36)
La puissance moyenne totale du processus est :

Po= | sapaf =R (237)

Les deux propriétés principales de la DSP suivent directement de celles de R, (7) :
» S.(f) = S,(—f) : La DSP est une fonction paire ;
» S,(f) > 0:LaDSP est toujours positive.

2.8. Bruit blanc
Un bruit blanc X (t) est un processus aléatoire stationnaire (SSL) généralement centré, dont la DSP
S, (f) est constante sur tout I’axe des fréquences. Il est souvent utilisé pour modéliser entre autres
certaines perturbations dans les canaux de transmission notamment sans fil, le bruit thermique
dans les circuits ¢électroniques, ...etc. Un bruit blanc est caractérisé aussi par :

Ry (1) = 0 8(1) (2.38)
Ce qui implique que sa moyenne sera nulle (m, = 0) et qu’il est décorrélé.
La TF de la fonction d’autocorrélation Ry (T) est, alors, donnée par :

Sx(f)=0z,Vf (2.39)

Ou o2 sa variance. Sa puissance vaut :

(e )

B = RX(O) = 0x = f Sy(fdf = +oo (2.40)

Alors, un bruit blanc est tout processus aléatoire stationnaire au sens large dont la DSP est
uniformément distribuée sur f = ]—oo, +oo[. S’il n’est pas a bande limité sa puissance est infinie.
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1) Rg(T)
il
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3

Figure 2.4. DSP et corrélation d’un bruit blanc

2.9. Filtrage linéaire des signaux aléatoires

Lorsqu’un signal passe dans un systéme linéaire et invariant dans le temps, on sait que le signal de
sortie est donné par la convolution entre le signal d’entrée et la réponse impulsionnelle du systéme.
On peut généraliser ce résultat au cas d’un processus aléatoire entrant dans un systéme déterministe
tel qu’un filtre. Soit un processus aléatoire appliqué a I’entrée d’un systéme (par exemple un filtre)
de réponse impulsionnelle h(t) et de fonction de transfert H(f).

x(t) — > h(t) > y(t)

Alors y(t) = h(t) xx(t) = [ x(t)h(t — 1) dt
Sa implique que si x(t) est un signal aléatoire, le signal en sortie y(t) est forcément un signal

aléatoire puisque la sortie est une somme pondérée de I’entrée. Il faut donc caractériser y(t)de
manicre statique.

a) Moyenne :
E[Y(t)] = E[X(t) = R{t1] El |_'_' Xit — eilhiridr

E[T(t)] = J ETX[¢ — )hiz)dr

S Je processis X est statiommire oaea - ELX(F — 7)) E|X]
Ainsi - E[¥(e)] = [_° ElxCedlhicidr = E[XC)] [ 5 hit)dr
avee | hiTidr = H[D] c'est Ia valewr dii spectre HID pour =0
Enfin
E[Y(t)] = E[X(t)]. H[0] (2.41)

b) Corrélation :
Ry (7) = Rx(7) * Rp(7) (2.42)

c¢) Densité spectrale de puissance :

Sy(f) = TF[Ry(D)] = TF[Rx () * Ry (1)] = TF[Rx(v)] X TF[Ry ()]
TF[Ry(v)] = TF[h(z) * h*(=7)] = [H(F)|?

Enfin

Sy(f) = Sx(F).IH(HI? (2.43)
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I
Exemple : Soit le processus stochastique x(t) SSL de corrélation statistique : R;(x) = g2e@ etle
systéme linéaire et invariant de réponse impulsionnelle h(t) = 5e~2t. On obtient alors :

&
-f (N =p H0)=0x - = x5/ 2=0
' 2+2/r,

5 o8

- S (N =HU S0 =] — -
] ) d4+{4x” f7) 144x" J 85

n-"| oe* | =
{2+ 2x5f |
2.10. Estimation de la Densité Spectrale de Puissance (DSP)
L’analyse spectrale nous permet d’avoir une « estimation » du spectre de puissance d’un signal a
partir d’un nombre fini d’observations. On s’intéresse essentiellement a I’estimation du contenu
spectral de signaux aléatoires.
La Densité Spectrale de Puissance (DSP) refléte la contribution de chaque fréquence a la puissance
moyenne du signal. Elle est donnée par la TF de la fonction d’autocorrélation du signal :

Sx(f) = TF [Ry(7)] (2.44)
On définit deux estimateurs numériques de base de la DSP, puis des variantes qui permettent de
réduire la variance d’estimation.

2.10.1. Méthodes d’estimation spectrales classique
Ces méthodes sont des méthodes non paramétriques, c’est-a-dire ne reposant pas sur un modele a
priori du signal.
On considére un processus discret x(n) aléatoire stationnaire et ergodique dont la fonction
d’autocorrélation définie par :

Ry (1) = E{x"(n)x (n + 1)} = Ryx (—7) (2.45)
La transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation R,,(7) est densité spectrale de
puissance (DSP) qui définit par :

0 N-1 2
. 1 ,
= =2jnf — i _ —2jnf
)= ) Rex(De Jim B4 Zox(n)e (2.46)
T=—00 n=

On suppose disposer de N échantillons x(n) (n = 0, ..., N — 1) du signal a analyser et on cherche
donc a estimer la densité spectrale de puissance a partir de ces données. Il existe 2 grandes classes
d’estimation non paramétrique du spectre, chacune étant liée a I’une des égalités dans I’équation
précédente.

2.10.1.1.Principe de base, propriétés des estimateurs

» Définition : un estimateur est une fonction qui détermine une valeur &, estimation d’une
grandeur a a partir d’un échantillon de réalisations de variables aléatoires X (i). On note :

a=fxQW, X2),... X)) (2.47)

Soit @ un parameétre caractérisant un processus stochastique et & une estimation fondée sur la

connaissance de N observations X (7).

a=F(x(0),..,x(N—-1)) (2.48)

*= Biais d’un estimateur : le biais d’un estimateur est la différence entre sa valeur moyenne et la
vrai valeur que 1’on veut estimer. On définit alors le biais d’un estimateur par la quantité :

B = a — E[Q] (2.49)
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»= Variance d’un estimateur : c’est la variance de la variable aléatoire qu’il représente :
var[ @] = {(& — E[&])?} (2.50)
»= Estimateur consistant : un estimateur est consistant ou converge lorsque le biais et la variance
tendent vers zéro quand le nombre d’observations N tend vers I’infini ;

Spiries rfad
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ol
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2.10.1.2.Périodogramme

C’est une méthode d’estimation directe de la densité spectrale de puissance (DSP) qui consiste a
calculer par le module au carré de la transformée de Fourier d’un signal échantillonné de durée
finie X(n) qui définit par :

N-1 2

A 1 , 1

Seer(H) =5 | Y. xwe | = S IX(DP @51
n=0

Du fait de la troncature du signal, le périodogramme est en fait la convolution du spectre par une
fenétre en sinus cardinal. Le fait de tronquer le signal induit deux phénomeénes principaux :

= ¢élargissement du lobe principal = perte de résolution

= apparition de lobes secondaires.
On montre que la résolution du périodogramme est de 1’ordre de 1/N, c’est-a-dire que 1’on peut
discriminer deux fréquences distantes de 1/N.
Pour remédier aux problémes de troncature, on utilise en général des fenétres permettant soit de
réduire le lobe principal, soit d’atténuer les lobes secondaires.

On montre que le périodogramme est un estimateur biaisé :
1/2
E{Sppr(f)} = Wy (f —w)Sy(w)du (2.52)

-1/2
Ou Wy, (f) estla TF de la fenétre triangulaire de Bartlett. Le périodogramme est donc en moyenne
la convolution du véritable spectre avec la TF de la fenétre triangulaire. Néanmoins, lorsque N —
o, le biais devient nul. Le périodogramme est donc asymptotiquement non biaisé puisque la fenétre
converge vers une impulsion de Dirac quand N tend vers I’infini (N — o) :

Nli_r)noo E{S‘PER (f)} = Sx(f) (2.53)
D’autre part, on montre que la variance de périodogramme ne diminue pas lorsque N tend vers
I’infini (N — ) et le périodogramme n’est pas un estimateur consistant du spectre. Ainsi, on
montre que sa variance ne dépend pratiquement pas de N :

Var {§PER (f)} =S (f) (2.54)
Le périodogramme est donc un mauvais estimateur de la densité spectral de puissance !

Le périodogramme présente trés peu d’intérét d’utilisation essentiellement a cause de sa variance
qui ne diminue pas avec N, la longueur de la séquence de nos données. Bartlett en 1948 puis Welch
en 1967 proposerent des méthodes alternatives de calcul du périodogramme dans le but de réduire
la variance. Malheureusement on réduit en méme temps la résolution spectrale (donc le biais
augmente).
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2.10.1.3. Périodogramme moyenné (Bartlett)

De fait de son inconsistance, en pratique : sa variance ne tend pas vers 0 quand N tend vers
I’infinie. Une solution est périodogramme moyenné, permettant de réduire la variance du
périodogramme. Pour calculer périodogramme moyenné, le séquence x(n) de N points est
subdivisé en M sous séquences de L échantillons chacun x; (k). On peut éventuellement introduire
un recouvrement entre deux sous-signaux consécutifs. On calcule alors un périodogramme sur
chaque sous-signal x; puis on effectue la moyenne de ces L périodogrammes :

1 L-1 1 M-1 2
= — — -2jmk
SN =72 43> ke (255)
1=0 k=0
Le moyennage permet de diminuer de la variance de I’estimation de la DSP :
A $:*(f)
Var {Pgar} = Var {S,(f)} = = T (2.56)

On remarque que le biais diminue quand L augmente mais la variance quant a elle diminue si M
augmente.

Xini Xkl k=0,,.. .. M-
ey
_h."h rﬂ___,.—--,\_T_ e -\"'“-T"H'I M .»Tf
[ R S o R A . ¢ I S O s
3 T 11 ]

il N-1 O

2.10.1.4. Périodogramme lissé

Un autre moyen de diminuer la variance de I’estimateur spectral de base est de le filtrer :

M
S‘x filtre(f) = TF{ﬁxx(n) X W(‘I’l)} = Z W(n)-ﬁxx(n)e_jznfn (2.57)
n=—M

ou M est plus petit que N (nombre d’échantillons du signal a partir desquels la fonction
d’autocorrélation est estimée) : typiquement M=N/5; w(n) est appelée fenétre temporelle de durée
2M+1 et qui doit étre symétrique et paire pour assurer de fournir une estimation de la densité
spectrale de puissance qui soit paire et réelle. Le produit dans le domaine temporel correspond a
une convolution fréquentielle :

SAxfiltre(f) = SAx (f) *W(f) (2.58)

L’estimateur est donc forcément biaisé. On montre que sa variance est effectivement inférieure a
celle du périodogramme.

2.10.1.5. Périodogramme de Welch

Cette méthode a ét¢ proposée par Peter D. Welch en 1967. Le principe de cette méthode
d’estimation de spectre du périodogramme est le méme que pour le périodogramme moyenné les
différentes parties x; (k) sont autorisées a se recouvrir, ce qui réduit encore la variance d’estimation
de la DSP pour une méme résolution. Typiquement on laisse les fenétres se recouvrir sur la moitié
de leur longueur.
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2.10.1.6. Corrélogramme (BLACKMAN-TUCKEY)

C’est une méthode d’une méthode d’estimation indirecte de la densité spectrale de puissance
(DSP) qui consiste a calculer la transformée de Fourier d’une estimée de la fonction
d’autocorrélation d’un signal échantillonné de durée finie x(n) qui définit par :

N-1
Scon(F) = TF{Rux(D} = ) Rep(D)e 2T (259)
=0
Ou R, (7) est un estimateur de la fonction d d’autocorrélation donné par :
1 N-|t|-1
Rer(®) = z x*()x (n + 1) (2.60)
n=0

On montre que le corrélogramme est un estimateur consistant de la DSP. Ainsi, Le corrélogramme
non biaisé peut, quant a lui, conduire a des valeurs négatives de la DSP.
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SERIE DE TD N°02 :

Exercice 01 :

Soit x(t) un processus stochastique continu donné par sa moyenne m,(t) et sa matrice de
corrélation R, (t, T ). Calculer la moyenne et la variance des v.a. z = x(5) et w = x(8) ainsi que la
covariance.

Solution :
Soit x(t) un processus stochastique continu donné par sa moyenne m,(t) et sa matrice de
corrélation R, (¢, T ).
|".'|.'1= = .r'.'é.r{f:li = gl )
Elw] = E[z(8)] = m4(8)
e mcame,

var(zl f'._:.r'l;:"u:|9| {5} = a3, 5) .'r:-g.-: 5

var(w) = E[x{8)"] - miiB) = R (8.8) — mi(8)
I.-iJJI'I.I'::'JI.I.IJEI 3

cor 3, ) F_'ilfrl:m — gl ) B} = rie[8))] Rl 8) =m0 (8)

Exercice 02 :

Soit le processus stochastique x(t) =r cos(wt+ @) ou w est une v.a. de densité¢ de
probabilité p,,(a) et ¢ est une v.a. uniformément distribuée sur [—7z, 7], w et ¢ sont indépendantes.
r est une variable réelle. Calculer la moyenne et la corrélation de x(¢).

Solution :
La moyenne est donnée par :
my(t) = E[x(f)] = E[r cos(wt + @)] = rE[cos(wt + ¢)] = rE[cos wt cos @] — rE[sin wt sin ¢]

Comme les deux variables w et ¢ sont indépendantes :
mx(t) = rE[cos wt]E[cos ¢] — rE[sin wt]E[sin ¢]

l T
ﬁ-[ cos Jdd =0

I N
f:-|.-=|:|.-'.'-_ - [ s Fdd =0

Comme,

Eloos d| =

On obtient finalement :
my(t) =0
La corrélation de x(7) est définie par :
Ru(t, t + 1) = E[r* cos(wt + ¢) cos(w(t + 7) + ¢)]
Soit, par le méme raisonnement,
Ru(t, 1+ 7) =2 E[cos wr] + “E[cos201 + ot + 29)] = = E[cos o]

Finalement, on obtient,

||i'|II' | % IJIl ':'--!-'.,—_ir.-____l-.lq:'.n.
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Exercice 03 :

Soit le processus stochastique x(t) = rcos(wt + @) ou r est une v.a. ¢ et ® sont des variables
réelles.

x(t) est-il stationnaire au sens large ?

Solution :
La moyenne est donnée par :

Elrit)] = cos{ut + o) Efr

Calli—e 1n'est congtante (Y ITE = .f'.' = {1, La cormdlation PEILE BT

W

R L 1+7)= Eirithret + --:.: — cadfat + o cosiwit 4+ 7] 4 r'.|_|.f‘-_.'|_.--'_

On obtient Gnalement,

E-'r.'f':
Ralt d+1) .I_jl:-‘lh“b:'-_ ol Pt + 2o 4w )|
Cette derniére expression dépend explicitement de ¢ et de 7. Le processus stochastique n’est donc

pas SSL.
Exercice 04 :
Soit le processus stochastique x(t) = rcos(wt + @) ou ¢ est une v.a. uniformément distribuée sur
[z, ]. r et w des variables réelles.
1- Montrer que x(¢) est stationnaire au sens large.
2-  Montrer que le processus est a moyenne et a corrélation ergodiques.

Solution :
1- On calcule la moyenne et la corrélation de x(¢). La moyenne est calculée par :

mi(t) = Ele(t})] = E[r smslut + g = rEleos{ot + &)

L demsite de probababte de I v,a, & oest:

J-:._,::n'| L

[} millonars

Ui obibseat oloose,

0 #
mglt) = .'J|Ir cos{urt 4 o jpaloldo = - Illr o8] i 4 o boy = ()
g N -

—T

La cormdation s'cerit :

Ret. b+ 1) = Ei=ft)=it +7)]
On obtient donc :
Ir1'_1.|'I'.J' +71) = ::—-_ f coslwt 4 o) coslw(t + 1) + rn:lnln
5

I ol | ;
= -— [ 3!:11@:;:.' - |:'|u~:l:'2,..'l' = Fov 4+ W ]In"u
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La moyenne de x(¢) est constante et sa corrélation ne d’dépend que de 7, I’écart entre les deux
instants de calcul, R«(z, t + 7) = R«(r ) donc le processus stochastique x(¢) est SSL. De plus, la
fonction R«(7) est périodique de période 27/w.

2. On calcule la moyenne temporelle du processus stochastique x(¢).

"

_ . |

T=<2(t)> = lim — roos{wt + o)di
T—oc 2T | 7

v fTo
e / coslwt -+ d)dt =10
N S-Th

ot Ty = 2rj/w. On a done F = me(t) = 0. Le processus est & moyenne ergodique,
La moyenne temporelle de la corrélation :

T
ﬁl.[rj = p{t)r{f+7) > lim i [ = cos(wt + ) cos{w(t + 1) + ¢)dt
T = '31 o = T
-2 To 1
= — — [coswr + cos{ 2wt + 2d + wi )| dt
o ‘ ¢

k]
-

= LT
a

On adone Re(7) = Rg(7). Le processus est done également & corrélation ergodique.

Exercice 05 :

On définit une certaine classe de signaux y(t) par :

y(t) = rx(t)cos(wpt + @)

ou x(t) est un signal aléatoire stationnaire modulant une porteuse sinusoidale rcos(wpt + @).
La moyenne de x(t) est nulle, sa corrélation est R, (7) et sa densité spectrale de puissance est
Sy(w). r et w sont des constantes alors que ¢ est uniformément repartie sur [0, 27]. En supposant
que ¢ et x(t) sont indépendants, calculer la moyenne, la corrélation et le spectre de puissance de
y(®).
Solution :
On calcule la moyenne m,(f) du processus y(?).

my(1) = E[y(1)] = E[rx(t) cos(wpt + p)] = rE[x()]E[cos(wpt + ¢)] =0
La corrélation

Rt t+1) =E@Oyt+1)]
= E[r*x(£)x(t + 7 ) cos(wpt + 9) cos(wy(t + 1) + )]

2
= rz E[x(6)x(t + 7 )]E[cos wpt + cos(2apt + wpt + 2¢)]
2
= % R(7) cos wpr=Ry(T)
La moyenne du processus stochastique y(¢) est constante et sa corrélation ne dépend que de I’écart

7 entre les instants ou elle est calculée, le processus stochastique () est SSL.
I1 est donc possible de calculer la densité spectrale de puissance.

¥y(0) = TR(Ry(t)) = = TF(R(7) cos wyt)
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Les transformées de Fourier sont données par :
TF(Rx(t)) =Sdw)
TF(cos wpt) = mo(w — wp) + wd(w + wp)
En appliquant le théoréme de convolution :
2
Sp(@) =12 S(@) *[10(e — ©p) +76( + wp)]

=Z i@ ~ @) + S + o)

Exercice 06 :

Soit le signal y(t) définit par

y() = x(V) cos(wpt + 9)
ou x(t) est un signal stationnaire modulant une porteuse sinusoidale. x(t) est de moyenne nulle,
de corr¢lation Ry(T) et de densité spectrale de puissance Sy(f). wp est une constante et @ est

uniformément répartie sur [0, 27]. X(t) et @ sont considérés comme indépendants.
1. Calculer la moyenne et la corrélation de y(t) en fonction de Ry (T).
2. y(t) est il stationnaire au sens large ?
3. Calculer la densité spectrale de puissance de y(t) en fonction de S, (f).
4. Représenter la densité spectrale de puissance.

Solution :
1. Moyenne :
ETy(0)] = E[x(¢)] cos(wpt + @)=0

Corrélation :
Efp(t)pli + )| = Elxif}elt + r}|Elooz{uf 4 &) cosjas( + 74+ 8]
Eo ;
= fylr)z Eleos{uyr) + cosfu[2e t +7) + 24 ]
i i
= EJ’f,I_."_I{“!:HI';.-..'.
2. y(t) est stationnaire au sens large (ordre 1 et 2).
3. Densité spectrale de puissance
.";_ul_.:: — T.r";%I :"'I.r'lu'_lll-il.q_.ll .'||
1 J ; 1 E i 1 1
= ‘—Ib,-l_.r'l . _—_|||1|__|II — 12701+ -'I-I_,Il e/ (27 )]
. . .
= il-"l'jl'f' = wpf (2]} + Sl 4w/ (25]])
4. Dessin.

Exercice 07 :

On considere le filtre numérique défini par la relation de récurrence suivante :

Y~ 3y — 1) = x(k)
avec y(k) = 0, pour k < 0.
(a)Déterminer la fonction de transfert H(z).
(b)Ce filtre est-il stable ? Justifier.
(c)Déterminer analytiquement la réponse fréquentielle H(f). Montrer que son module peut
s’écrire :

Dr E. Mehallel 66 Cours traitement avancé du signal



Chapitre 2. Signaux aléatoires et Processus stochastiques

(d)Tracer allure de |H(f)|?.

(e)Calculer sa réponse impulsionnelle h(k) de deux fagons différentes :
= 3 partir de la définition de la réponse impulsionnelle ;
= en partant de H(z).

On rappelle que pour |z| < 1: ﬁ =Y ,zF

(f) On suppose que x (k) est un signal aléatoire stationnaire au second ordre, centré et de fonction

d’autocorrélation :
1 7=0
1 _
Rxx(z) = 3 T=7F1
0 sinon

Représenter Rxx (7).
(g)Déterminer et représenter la densité spectrale de puissance @, (f) du signal aléatoire x (k).
(h)Déterminer et représenter la densite spectrale de puissance @,,(f) du signal aléatoire y (k).

Solution :
1. H{z) = —'— Filtre stable.

| e ! w ]
2. H{f) est périedique de période 1. c'est un filire passe-has,
(30 n>D0
d mn<l

3 hin) =

& Sy (f) =14 cos( 27 ), poriodique de periode 1.
B Gl )= Ieeoafef) _aaode o4 pp
b Sy(f) = Tl f)’ periodique de pétiode 1.

Exercice 08 :

1) On suppose que A et B sont des variable aléatoires indépendants de moyennes nulles et de
variance E[A%] = E[B?] = 62 . on construit le signal :
X(t) = Acos(wt) + B sin(wt)
Ou w est une constante positive.
= Le signal X(t) est-il stationnaire ?
=  Déterminer la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance du signal X (t).

2) On considéré un signal aléatoire stationnaire X (t) de moyenne nulle et de densité spectrale de
puissance S, (f) = 2a, ou a est une constante positive. Le signal Y (t) est obtenu par filtrage
linéaire (invariant dans le temps) de X (t) avec un filtre de transmittance :

1

1D = T

Déterminer la densité spectrale de puissance, la fonction d’autocorrélation et la puissance du signal

Y(0).
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Solution :
1) La moyenne du signal X(t) est :

E [X(t)] = E[A] cos(wt) + E[B] sin(wt) = 0.
La fonction d’autocorr elation du signal X (t) est définie par :
E[X(®)X(t —1)] = E{[Acos(wt) + B sin(wt)] [Acos (w (t — 1)) + B sin(w(t — 1))]}

= E[A?%]cos(wt)cos [w(t — 1)] + E[AB]cos(wt)sin[w(t — 7)]
+E[AB] sin(wt) cos[w(t — T)] + E[B?]sin(wt) sin[w(t — 1)] .

Puisque les variables aléatoires A et B sont indépendantes et de moyennes nulles, on a
E[AB] = E[A]E[B] = 0.
De plus, E[A?] = E [B?] = ¢2,d’ou
E[X(t)X (t —1)] = 0%{cos(wt) cos[w(t — 1)] + sin(wt) sin[w(t — 1)]}

= 02 cos (w7)
= Ry (7).

Puisque la moyenne et la fonction d’autocorrélation du signal X (t) sont indépendantes du temps,
le signal X (t) est stationnaire. Sa fonction d’autocorrélation a été déterminée ci-dessus. La densité
spectrale de puissance du signal X (t) est :

sx(D(f) = TF [Rx ()]
o ) )
=560 -5) +e(r+3)
2) D’apres la relation de Wiener-Lee, la densité spectrale de puissance de Y (t) est :

syif) sx(F)H R

20

a¥ + 4zt f2
La fonction d’autocorrélation de Y (t) est donc :
Brir) = TF Yl
= & " [voir tables]

et par suite la puissance de Y (t) est

ENVHN| = By(0) = 1

L
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Chapitre 3

Analyse spectrale paramétrique et

filtrage numeérique adaptatif

3.1. Introduction

La représentation du signal sous la forme x(f) est une démarche est naturelle mais elle ne
correspond pas forcément a la meilleure représentation physique des signaux rencontrés. En effet,
I’individu ou les systémes €lectroniques sont souvent plus sensibles a la puissance et a la fréquence
des signaux et la représentation du signal sous la forme de sa répartition de puissance en fonction
de la fréquence permet, dans bien des cas, d’extraire de maniére plus immédiate 1’information qui
réside dans ce dernier. Le signal est alors représenté par une fonction S(f) appelée densite
spectrale de puissance (DSP). Le passage de x(t) a S(f) constitue 1’Analyse Spectrale. 1l existe
deux grandes classes de méthodes pour estimer la densité spectrale de puissance d’un signal x(z).
La premicere, I’estimation spectrale non paramétrique, n’utilise aucune connaissance a priori sur
le signal et part uniquement de 1’observation de ce dernier. La deuxiéme, I’estimation spectrale
paramétrique, utilise un modele paramétrique décrivant le signal, modele a partir duquel il est aisé
d’obtenir la densité spectrale de puissance. Les parameétres du modele sont adaptés en fonction du
signal observé.

3.2. Estimation Spectrale paramétrique
Les méthodes paramétriques d’analyse spectrale nécessitent une connaissance a priori sur les
caractéristiques du signal (allure générale de son spectre).

Les méthodes d’estimation spectrale paramétriques utilisent un modele pour obtenir une
estimation du spectre. Elles permettent de dresser un modele mathématique du signal a partir des
coefficients d’un filtre. Ces modeles reposent sur une connaissance a priori du processus et
peuvent étre classées en trois grandes catégories :

= Mode¢eles autorégressif (AR)
= Modeles a moyenne ajustée (MA)
= Mode¢les autorégressif a moyenne ajustée (ARMA).
L’ approche paramétrique se décompose en trois étapes :
1. Choisir un mod¢le décrivant le processus de manicre appropriée.
2. Estimer les paramétres du modele a partir de données disponibles.
3. Estimer le spectre a partir des parametres du modéle.

3.2.1. Modeles autorégressif (AR)
Un processus AR est semblable a la fonction de transfert d’un filtre & réponse impulsionnelle

infinie qui représenté par 1’équation suivante :
P

x(n) = — Z ag.x(n—k) +u(n) (3.1)

k=1
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On peut également représenter ce processus par la figure suivante.

u(n) - x(n)

]
WS

1 Procesns AR

1

'L-.I-:]-m— iy —(
i

C

Hruie blanc

Figure 3.1.Filtre générateur de processus AR.

Elle est dite mod¢le autorégressif d’ordre p, et notée par AR (p). Le terme autorégressive découle
du fait que x(n) est donnée par :

x(n) = —a;x(n— 1) —ax(n—2) — - —apx(n —p) + u(n)
C’est une combinaison linéaire des valeurs précédentes du processus, et la séquence d’entrée u(n).

La transformée en Z est donnée par :
p

X(2)=- Z ax.Z7%X(2) + U(Z) (3.2)
k=1
La fonction de transfert du filtre H(Z), est donc :
X(2) 1
H(z) = = (3.3)
Uz) 1+30_ az7*
Donc :
H(F) = - (3.4)
B 1 +Z£=1ak.z_f2"f .
Puisque la densité spectrale de la sortie x(n) est donnée par :
Gxx(f) = |H(f)|2 Guu () (3.5)
Et comme, G,,,(f) = 0, on a alors :
Gar(F) ” (36)
AR = - .
|l1+XP_, ak.z‘12”f"|2
3.2.2. Modg¢les a moyenne ajustée (MA) :
Un processus MA est représenté par 1’équation suivante :
q
x(n) = z bi.u(n — k) (3.7)
k=0
La Densité Spectrale de Puissance est :
Gua(f) = o?|B()I? (3.8)
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Ou
q
B(f) =1+ z by. z~127f (3.9)
k=1
D’autre part :
q
Gua(f) = Z Ty (k). 27 127K (3.10)
k=-q
Ou
q
JZZb*l.b k+1 ourk = 01,..,
() =17 Lo (0)-blk +1D) P 1 (3.11)
Tex(—K) pourk = —q,—(q — 1),..—1
u(n)
] T
t )
by Lﬂp l

ey B
—-—n@--—;(._;-m seme (] a

)
~ ProCeRss
MA

Figure 3.2.Filtre générateur de processus MA.

3.2.3. Modeles autorégressif a moyenne ajustée (ARMA)
Un processus ARMA est la combinaison des modeles AR et MA ou le signal x(n) est
supposé pouvoir s’écrire en fonction de N valeurs passées et de M échantillons d’un bruit blanc

décarrelé. Dans ce cas le signal de sortie est donné par :
p

q
y(n) =— Z ag.x(n—k) + Z by.u(n — k) (3.12)
k=1 j=0

Avec u(n) est une séquence d’entrée et x(n) la séquence de sortie du systeéme. u(n) est un bruit
blanc gaussien de moyenne zéro et une variance inconnue o2.

ar, k=12,..,p,etbg, k =12, ..,q sont des constants appelés parameétres.

Ce modele linéaire est appelé modele ARMA (Auto Regressive Moving Average) ou
autoregressive a moyenne ajustée (glissante ou mobile) comme le montre la figure 3.3.
La fonction de transfert est :

H(z) = Z hy. 27k (3.13)

Ou A(z) =TZ branche AR=Y1_  a;.z™*
B(z) =TZ branche MA=Y!_ b;.z™¥
En calculant la transformée en Z et a partir de la réponse impulsionnelle :

ZZ=O bk' Z_k

H(z) =
( ) 1+Z£=Oak.2_k

(3.14)
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I1 est supposé que A(z) a tous ses zéros a I'intérieur du cercle unitaire du plan z, ceci garantit la
causalité et la stabilité du filtre (si cette condition n’est pas vrais, le processus aléatoire ne serait
pas SSL).

) = HOH () ) = Ja i G (19
Alors
Gxx(f) = Gxx(Z)|Z=eIZTIf (3-16)
Comme U (n) est un bruit blanc de moyenne nulle et variance o2
2
Garma(f) = G (f) = 02 @ (3.17)
A(f)
Ou A(f) = A(e’?™) et B(f) = B(e/?™)
Donc
q —jemfk %
Garma(f) = 0% |- +l§£ik;.z-12ﬂf (3.18)
La détermination
1. Des paramétres ay, dits autoregressifs
2. Des paramétres by, dits a moyenne ajustée
3. De la variance 62 du bruit blanc équivaut a déterminer la DSP du processus x(n).
e siag=1leta,=0Vk =1, alors x(n) = Z:o bu(n — k) le processus est strictement

MA(q) d’ordre q. Gy4(f) = 0?|B(f)|?
o sibg=1cet by=0Vk=1, alors x(n) = Xh_, arx(n — k) + u(n) le processus est
strictement AR(p) d’ordre p. G4r (f) = 0?|A(f)|?

Remarque :
= Le modéle ARMA(p,q) est appelé pole-zéro (pole-zero)
= Le modéle AR(p) est appelé tous pole (all pole)
= Le modéle MA(q) est appelé tout zéro (all zero)

£
| fr—
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Figure 3.3.Filtre générateur de processus ARMA.
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3.3. Relation entre les modéles

On peut exprimer tout modele ARMA(p,q) ou AR(p) par un modele MA(x). De méme, on
peut exprimer tout modeéle ARMA(p,q) ou MA(q) par un modele AR(w). Calculons par exemple
le modele AR(w0) équivalent au modele ARMA(p,q) en écrivant que les deux réponses
impulsionnelles sont identiques :

B(z) 1
10 "t &A@ =B@@) (3.19)
D’ou
1 n=1>0
ta=4 =1 Batns+0s L<n<p (3.20)
~ 3 i Betn e n>p

On peut éventuellement choisir un modele AR au lieu d’un modele ARMA et néanmoins
avoir une bonne approximation si ’ordre choisi est suffisamment grand. Cependant, I’ordre
nécessaire risque d’étre €élevé, ce qui conduit a des problémes de colit calculatoire et de précision
d’estimation des parametres AR.

3.4. Relation entre FAC et parameétres du modéle (Yule-Walker)
On a pour un processus ARMA :

,B(2)B*(1/z")
Gxx(Z) =0 W (321)
Donc
B*(1/z* 1
Gy (2)A(2) = %B(z)az =H* (Z—) B(z)o? (3.22)

Utilisant la TZ inverse, on trouve :

u
274G, (2)AL2)] = reul) = alk) = } ali) ik~ 1)

—_—

=
i
i 1 1 =

2=+ ['1 |,:] E'r:_.‘r'l =" 3 billglk =1}

¥ rd

ouq(D) =z |1 ()] = h*(=D)
Donc on peut écrire :

-I'h

q
allle(k —1)= -:r:z B lht (il — k)

=0 =0
Utilisant la causalité du H(z) c.a.d h(k) = 0 pour k<0, le résultat pour un processus ARMA
devient :

; [ ok
N il N >~ AT
=} alllrglle—[}4+a Rl 4+ k) pourk =01 _.q
Tl k) = (3.23)
N-T::f.‘w,,:.‘- =11 poer k Z a4+ 1
i
=1

Ces équations sont appelées les équations de Yule-Walker.
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Pour un processus ARMA, la relation entre la FAC et les paramétres est non linéaire a cause du
terme Y0 h*(1)b(l + k)
On peut récrire ces équations sous forme matricielle de la fagon suivante :

Furlq) Terlg—1) . . Fodg—p+1) L Faxlg + 1}
Peelig + 1) Feelq) Peali — o+ 2) Mg Foel i + 2]
. . dil 1 I . : (3.24)
redg+p=1) redg+p=12 ; Feclg) iy Perlf + Pl

La majorité des méthodes d’estimation des paramétres ARMA, AR, MA est basée sur les équations
de Yule-Walker
= Dans le cas d’un processus AR
b(0)=1 et b(1)=0 Yk = 1, donc b(l) = §(1)

B
—Znﬂ}lihﬂk— D+a2h'(0)  poirk=0
o [-I!l'} =, I;l (325)
—ZEHJJ'H[I.'—H pourk =1

Im}

Ces équations qui définissent une relation lin€aire entre la FAC et les paramétres AR sont appelées
les équations de Yule-Walker. Sous forme matricielle :

ez 0} feel—1) el —(p — 1))7[al 1) Fexll)
fexhl) Texl0) ech—=(p = 20| |a(2}] _ |ree(2) (3.26)
'J.J'l:r"r -1} P — -]-I ?J.J.I'U' -I.'I![_IEJ!' Tax |-.'-':':I'

Cette équation peut étre augmentée en incorporant 1’équation pour a2 (c.a.d pour k=0)

Rell)  nBad—1) & el D) 72
ek} Tm(0) 0 mel- [;u -1} ﬂil} 0 (3.27)
) S | .I-”_[I,r,l HIH L
Donc 02 = 1,.(0) + X0, a(D) 1 (1)
= Pour un processus MA
a(0)=1 et a(k)=0 pour k=1, donc a(l) = 6( 1)
avec a(l) = 6(1) et h(l) = b(l), on peut écrire :
q-k
i _eE 3y BNDB =K pourk=10,1....9
-:l.'.'ci.'l'f] = ?-_lu (328)
i potr k=g+1
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3.5. Méthodes d’estimation spectrale autorégressive

Une variété de méthodes est utilisée pour I’estimation AR. Les performances de ces méthodes pour
des segments de données trés grands sont comparables. Pour des segments de données petits
quelques différences existent entre les différentes méthodes

3.5.1. Relation AR-Prédiction Linéaire
Supposons que x(n) soit un processus AR(p). On cherche a trouver le meilleur prédicteur d’ordre
pdex(n):

»
Fn) =) apx(n—k) (3.29)
ke

Pour cela, on cherche les coefficients a; qui minimisent la puissance de I’erreur de prédiction :

p=E{le(n)]*} = E {|Fn) — {n)|*) (3.30)
Or
{4 P
g=E { [J'[.lr] + Lnl:rlfri- - .f.'j] [.r':rrfl +Z e (R — .i.'jl]}
k=1 k=1 (3.31)
- : Lo
= P[] + Lm‘r,,[—m +‘£:u;r~,,-:.i.'1 + L l Ol Tee [ — k)
k=l [ | k=] m=]|
= r2(0) + ¢ + v 2 + " Rax
Avec
i r.r.r‘l_1]
13 reel2)
o = (3.32)
fip FrelP)
J‘“-I:U:I r:r.rl- 1] b . f'r.'rl: Pt J-_:'
el L) rer(U) v o Teel =P+ 2)
R= . . . (3.33)
rrr{.nu - I-.I rrr[.ﬂ = E:l £ r.r.r{ﬂ:l
La minimisation revient a calculer la dérivée et la métre =0
l.lllll
— =+ 2R =0 Ra=—r (3.34)

fhek

C’est les équations de Yule Walker

Donc le meilleur prédicteur d’ordre p d’un processus AR(p) est donné par les paramétres AR :

o
Fam = Z"'t"':r‘: k) (335)

k=il
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3.5.2. Algorithme de Levinson
N’importe quelle méthode de résolution des €équations linéaires peut étre utilisée pour résoudre les
équations de Yule Walker. Par exemple : 1’élimination de Gauss qui nécessite P’ opérations. Les
équations de Yule Walker sont spéciales et peuvent étre résolues en p? opérations par I’algorithme
de Levinson.
C’est un algorithme qui permet de résoudre tout systeme du type Ax = b avec A Toeplitz, donc en
particulier les équations normales de Yule-Walker :
Feelll)  Frzl—1} Fexl—p) 1 p
Feel 1) FeellD) Feel—p+ 1) | | 0

(3.36)

TeelP) TeelP — Ll Fre(ll) tp L

L’algorithme de Levinson calcule récursivement les parametres d’ordre k en fonction des
parametres d’ordre k-1 c.a.d. les ensembles de parametres

{a1 (1), pr}ax(1),a2(2), p2}, - {ap (1), ap(2), ..., ap (D), Pp};

L’ensemble final d’ordre p est la solution cherchée pour les équations de Yule Walker. Si x(n) est
un processus AR(p), alors a,, (i) = a(i), pouri = 1,2, ...,p et p, = o*

Algorithme :
Initialisation :
rea{l)
l| = —
all==T"0)
o = (1 — lay [1]]*)rz2(0)
Récursion :

Tr k) - = z I .rr-'!"
ay [k] = _Tzal®) + 3 iy s [il rma(k — 0) =k

ailil =k [ +acklap gk =1 i=1- k-1

Py = [1 [T [Hj] Pi—1

L’algorithme fournit les parametres de tous les processus AR d’ordre inferieur aussi que le modele
désiré. Cette propriété est utile quand 1’ordre du modéle n’est pas connu. Si le processus est
réellement AR(p) alors ap+1(k)=ap(k) pour k=1,2, ..., p et ap+1(p+1)= Kp+1=0,

D’ou pk=pppou >p

Si on obtient |Kx|=1 pour k donné, la récurssion doit étre arrété car pk = 0.
On a besoin de p? opérations pour estimer les paramétres.
Les coefficients & sont dits coefficients de réflexion.
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3.5.3. Algorithme de Burg
C’est un algorithme récursif en ordre qui minimise par rapport au coefficient de réflexion la
puissance des erreurs de prédiction directe et rétrograde. On a :

J..
¢ {{H} = Fin)]+ z ag [m]z{n —m) = -r.j:_ yln)+ ﬁ.‘*tt_ﬂﬂ‘ 1}
=1
-
n::.:ru = T{n — kY 4 Zrl“mfrfu k4 m) = ri'._,-jri- i) 4 J.-;r{ ((m)
m=1

On cherche a minimiser :

| =

1 2
" lelin)] + |ebim)]” (3.37)

ba] =

L. v, b
=gt hl=

L

Si I’on suppose connus &y, k2, ..., Ki-1, alors pi ne dépend que de k. On a donc :

s | _:””‘*T An—1) (3.38)
p Bk |f"j:..,|:”.l e -1
On en déduit :
o[l =k
ap ] = apy [i] +og |kag_ k-t =1-- k-1 (3.39)
o= (1= oy k] )y

3.6. Filtrage Adaptatif

Les filtres tels que nous les avons vus jusqu’a présent sont en général utilisés dans des applications
ou on connait la bande de fréquence utile ainsi que la fréquence principale. Ces filtres servent a
améliorer le rapport signal sur bruit sous I’hypothése ou la bande de fréquence du bruit est
supérieure a celle du signal.

Les filtres de Wiener développés a partir de concepts temporels et non fréquentiels sont congus
pour minimiser I’erreur quadratique moyenne entre leur sortie et une sortie désirée. Ils sont dits
optimums au sens du critére de I’erreur quadratique moyenne et nous verrons que dans ce cas les
coefficients des filtres sont liés a la fonction d'autocorrélation du signal d’entrée et a
I’intercorrélation entre les signaux d’entrée et de sortie désirée.

Quand les fonctions d’auto et d’intercorrélation ne sont pas connues (cas le plus courrant), alors
on va approcher le filtre optimal de Wiener en utilisant une boucle de retour et un algorithme de
minimisation : c’est ce que ’on appelle le filtrage adaptatif. Dans ce cas, on remplacera la
connaissance des fonctions de corrélation par une phase d’apprentissage permettant de modifier
itérativement la réponse impulsionnelle du filtre.

3.6.1. Filtres de Wiener

La figure suivante illustre un probléme courant d’estimation linéaire. x(n) correspond au signal qui
nous intéresse mais n’est pas directement accessible. Seul y(n) ’est et y(n) est obtenu apres passage
de x(n) dans un systéme linéaire suivi de I’addition d’un bruit.

Dr E. Mehallel 77 Cours traitement avancé du signal



Chapitre 3. Analyse spectrale paramétrique et filtrage numérique adaptatif
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Figure 3.4.Filtrage linéaire.

Le probléme qui se pose est comment retrouver x(n) a partir de y(n). Une solution consiste a
filtrer y(n) de tel sorte que la sortie X(n) soit la plus proche possible de x(n). On peut mesurer la
qualité de I’estimation par e(n) défini par :
e(n) =x(n) —x(n) (3.40)

Evidemment, plus e(n) sera faible, plus I’estimation sera bonne. On cherche donc un filtre qui
minimisera 1’erreur. Il est pratique de chercher a minimiser e?(n) car c’est une fonction
quadratique facilement dérivable. Par ailleurs, étant donné que les signaux intéressant sont
aléatoires, la fonction colit qui sera @ minimiser est I’erreur quadratique moyenne (MSE) définie
par :

§(n) = E(e?(n)) (3.41)
Le filtre optimal de Wiener correspond au filtre qui minimisera la MSE. L’erreur quadratique
moyenne est la plus utilisée, car elle conduit a des développements mathématiques complets et
simples, fournit la solution en fonction des caractéristiques au second ordre des variables
aléatoires, caractéristiques qui sont les plus
Soit h, le filtre de type FIR que nous recherchons et N la longueur de sa réponse impulsionnelle
donnée avec une notation matricielle par :

h=[hg hy ... hy_{]7
Le signal estimé X(n) est donné par :

N-1
2(n) = Z hy y(n—0) (3.42)

En introduisant la notation matricielle pour y(n)

2(n) = hT y(m) 2(n) = y"(n) havee y(n) = [y(m)y(n—1) ... y(n — (N — 1)]
En faisant ’hypothése que les signaux x(n) et y(n) sont stationnaires, on peut écrire :

§(m) = E[e?(m)] = E[(x(m) — A" y(n) )?]

< &) = E[x*(n) — 2hTy(m)x(n) + k" y(n)y" (m)h]

< &) = E[x*(n)] — 2h" R, (n) + h" Ry, (n)h (3.43)
Ou est une matrice d’autocorrélation de taille NxN définie par : Ry, = [y(n)yT (n)]
Et o est une vecteur d'intercorrélation de taille N défini par : Ry, = [y(n)x (n)]
Donc pour un filtre FIR, la fonction colit MSE dépend de la réponse impulsionnelle h. Pour en
obtenir le minimum, il suffit de chercher les conditions d’annulation de la dérivée de la fonction
colt par rapport aux variables que sont les N points de la réponse impulsionnelle du filtre.
La dérivée de la fonction cofit par rapport au j™ point de la réponse impulsionnelle est donnée
par :
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% _ 5 -2 1} = ] 2000 %2 | = B 2e0)-2- fetm) 17y} (349
3 o ; o, |_ &,

[ ]

En utilisant le fait que la sortie du filtre h” y(n) peut s’écrire comme une somme de N produits
dont un seul contient le terme /4;, on a arrivé a 1’expression suivante :

2 _

&y

4

[ : -

Ei 2e(n ;ﬁi fir i - j}}i = Ef-2e(mptn- )] (3.45)

)
4 1

On cherche les conditions d’annulation de cette équation pour tous les j = {0, ..., N — 1}. Ceci

nous donne un ensemble de N équations qui peut étre écrit de facon matricielle en introduisant le

vecteur gradient V:

[ a&/ah, [ wime(n) [ v
2d /iy vt —1e(i) ¥in—1)
L E'-_E,-':E"t iy vin= sdeln) | = vin= i 'r'l'u.‘!' =—ZE[y(m)e(v)] (3.46)
DE DMy | ¥(n—N + Da(n) n—-N+1)| |
En remplacant e(n) on obtient :
V=—2E|v(m)(xn)—y” () |= 2Efy(nxin]+ 2Eyany” (3.47)
qui devient en introduisant la matrice d’autocorrélation et le vecteur d’intercorrélation :
V=—2R, +2R h (3.48)

La réponse impulsionnelle optimale h,.est celle qui annule cette équation d'ou : Ry, hppr = Ry«
Le filtre ainsi défini est appelé filtre FIR de Wiener. Il permet d’obtenir une erreur quadratique
minimale entre x(n) et son estimé X¥(n) donnée par :

E i = EI.\ J{r.l]J — .f.';:ﬂ,,..llﬂ_11 (3.49)

3.6.2. Algorithmes pour le filtrage adaptatif

La mise en ceuvre d’un filtre (estimateur) optimal de Wiener demande la connaissance des
caractéristiques du signal, du bruit et de la fonction de transfert du canal. Cela implique également
que ces caractéristiques soient stables au cours du temps, ce qui n’est pas le cas en pratique.
Le filtrage adaptatif a pour objet d’approcher ces filtres optimaux. Pour cela, les coefficients de la
réponse impulsionnelle du filtre sont adaptés en fonction de I’erreur par une boucle de retour
comme le montre la figure ci-dessous.

Ir.h-'Hlls
MUCTRT
| 2imi]
1
el e
5
Shauersd Fin | 1)
¥ [ifer
grrar
impsalse srgzal
o, i [ ein)
e adapdive
algnridhm

Figure 3.5.Schéma général d’un systéme de filtrage adaptatif.
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Cette adaptation nécessite une séquence d’apprentissage et une stratégie de mise a jour des
coefficients du filtre dont 1’objectif est la minimisation d'une erreur. Pour cela, on utilisera des
algorithmes d’optimisation. On donnera ici les grandes lignes de deux approches largement
utilisées en filtrage adaptatif : le RLS et le LMS.

La réponse impulsionnelle d’un filtre adaptatif est donc variable dans le temps. Elle dépend du
signal recu, de la séquence d’apprentissage et de 1’algorithme d’optimisation utilisé. Ces filtres
peuvent étre de type IIR ou FIR.

Le signal estimé X(n) s’écrit de la fagon suivante :

N-1

x(n) = hi(n—i)yn—1i (3.50)
2

< 2m) = hT(n—1y (3.51)

Ce qui signifie qu’un point a I’instant n est calculé en utilisant la réponse impulsionnelle du filtre
calculée le coup précédent par 1’algorithme d’optimisation.

Algorithme de gradient stochastique ou (LMS : Least Mean Square)
D’autres techniques d’optimisation basées sur la descente en gradient peuvent étre mise en ceuvre.
L’algorithme du gradient stochastique, ou plus exactement la famille des algorithmes de gradient

stochastique, consiste a remplacer le gradient V/|ppy = 2R,,h(n) — 2R quantité

xy»
déterministe, exacte, par une approximation du gradient calculée a partir des données disponibles.
Les données étant considérées comme aléatoires, le gradient estimé devient lui aussi une quantité
aléatoire et I’algorithme devient stochastique. Parmi cette famille d’algorithmes, le plus connu est
I’algorithme LMS (Least Mean Square).

Le probléme majeur dans le gradient déterministe est que Ry, et Ry, sont évidemment inconnus.
On approchera donc ces grandeurs déterministes par des estimées l?yy et l?xy a I’instant n.

.. o . . ; B T
Dans le cas du LMS, on choisit les estimées les plus simples possibles, a savoir : R, = y(n)y" (n)

et ﬁxy = x(n)yT (n). Ce sont simplement les estimées instantanées des corrélations.

Remarque : il est immédiat de montrer que cette approche est celle qui consiste a prendre
’algorithme du gradient sur le critére instantané : minimiser |e(n)|? (au lieu du critére statistique
: minimiser E (|e(n)|?)).

Au temps n, on calcule donc la sortie du filtre et ’erreur d’estimation, en utilisant le filtre courant
h(n). Le filtre est ensuite mis a jour en ajoutant au filtre courant, le terme correctif yue(n)y(n).
On remarquera que h(n) est maintenant un processus aléatoire, ceci signifie que pour des jeux de
données différents, les trajectoires obtenues seront différentes.

Algorithme :

vatenr [ndtdale: (0} =0

Répécer pour chogue valeuwr dem = 12, . :

f(n) = hf{n — Vv{n)
eln) = xi(n}— §{n)

hin) = kin — 1) + py(n)el(n)
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Algorithme des moindres carrés récursifs (RLS : Recursive Least Square)
Sachant que les propriétés statistiques nous sont inconnues, on ne vas pas chercher a minimiser
E[e*(n)] mais une somme finie d’erreur au carré donnée par :

£ = Z(x(k) —2(0)° (3.52)
k=0

Quand cette fonction cofit est minimisée en utilisant une réponse impulsionnelle h(n) associé¢e a
x(k), on obtient I’estimée des moindre carré.

La réponse impulsionnelle est donc fonction des échantillons disponibles et non pas d’une
moyenne statistique générale. Par analogie avec Wiener, elle est donnée par la relation :

R_(m(m)=r (n) (3.53)

On &, (n)= E'_-.-'l.lrr'_',."_l.i.':u

Fudl

Et o {n)="% yik)slk)
=]

La réponse impulsionnelle du filtre est donc a modifier a chaque nouvel échantillon. Pour limiter
le nombre des calculs, on passe par une équation récursive :

himy =i - 1)+ B () y(nie(m)
(3.54)

i eln)=xin)—h" (r—1yin)

Bl =Tyyiny" (R (=1}

Er R','tr-]:_i?.':{;u_];_
; i+ v (0R 7 (n=1¥vint)

Ces trois équations sont connues sous le nom de 1’algorithme RLS donné ci-dessous.

Algorithme :

reederer irmetiend e R_.,_._,_.l'_'l:ll_'h = —Fp. & st bres peitilb

o

fo{ ) — O
Rapérar paur chague eadenr demn = 1.2, ... 3

Fin) = hTin — L)3v(n)}
L) = v} i)

.H'.'."i w— I.r:pfl,u_l}-'rl:r.']fﬂ_'_ll e — 1% )

1
Ryaln) = —|| Baagln — 1) — ="
AT r.r'( - dety ! ler + ¥ (b} (m — Dywion) )

i) = hin — 1) + R;_,'.'l:'n':yhl}t'l;u:l

3.7. Conclusion
I1 existe un grand nombre de méthodes d’analyse spectrale et le choix est souvent dicté par

I’application considérée. En général, les méthodes non paramétriques trouvent leur intérét en
présence de signaux longs et stationnaires tandis que les méthodes paramétriques sont plutot
utilisées pour les signaux brefs et non stationnaires.

Enfin, les méthodes de modélisation AR peuvent étre rendues adaptatives, ce qui permet une
analyse temps réel de la densité spectrale de puissance du signal observé.
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SERIE DE TD N°3 :

Exercice 01 :

1. Soit (X7, X2, ..., Xy) une population de moyenne u et de variance o2. On considere les deux
estimateurs de la moyenne :

o ==K =0 0 X,y a a, =1

- Montrer que ces deux estimateurs sont non biaises.
- Lequel sera le plus favorable a un étudiant ?

2. Soient (X}, X3, ..., Xn), N variables aléatoires indépendantes suivant des lois de poisson de
parametre A. Soient les estimateurs suivants du parametre A suivant :
3, :
e __I_ "J'.' = -
N o
- Que signifient le biais et la variance pour un estimateur ?
- Calculer biais et variance des 2 estimateurs.

- Lequel est le plus efficace et pourquoi ?

Solutions :

M voir cours o b=l:ot= Y a. 6 /| ¥ a,
1. (=} =T
2. bu=0, b=0, 611°=c*/N, 622>=6%/2 . Le premier (variance plus petite pour N>2)

Exercice 02 :

1. Soit un signal aléatoire y(n) SSL et ergodique dont I’autocorrélation temporelle ﬁy (k) = al¥
avec0<a<1
- Identifier le mode¢le linéaire adéquat (AR ou MA) pour y(n).

- En supposant que le systéme h(n) est filtre purement recursif, donner le schéma du mod¢éle
en définissant ’entrée, le systéme, et la sortie.

- Rappeler les hypotheses nécessaires liées a I’emploi de ce modele.

- On considere que le modele est d’ordre 1, déterminer ses parametres.

2. On considére le filtre linéaire a temps discret défini par: y(n) = x(n) + byx(n — 1) +
b,x(n — 2). Ou X(n) et Y(n) désignent respectivement les processus aléatoires réels d’entrée
et de sortie du filtre ou b; et b, sont 2 coefficients réels. On suppose que x(n) est une suite de
variables aléatoires centrées, indépendantes et de variances o2.

- Donner I’expression de Ry (k) et Sy (f) puis donner ’expression de R,, (k) et tracer la pour
by =1etbh, =—1.
- Connaissant la DSP du signal y(n), sur quoi se base-t-on pour le choix du modéle ?
3. Soit un processus AR défini par: y(n) = —a;y(n — 1) — a,y(n — 2) + x(n) ou x(n) bruit

blanc décorrelé de variance 2.
- Calculer uy, (n) puis sans calcul, expliquer pourquoi y(n) est SSL.

- Montrer que pour k>0, Ry, (k) = —a; Ry,(k —1) —a, Ry,(k — 2)

- Déterminer a,et a,
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4. Soit un filtre formeur dont 1’équation aux différences est : y(n) = 0.25y(n — 1) —
0.25y(n—2) + x(n)
- Identifier ce modéle linéaire AR ou MA (Justifier)
- Déterminer la moyenne de y(n) et donner ’expression de R,,, (k).
- Calculer et tracer Ry, (k) (Prendre Ry, (0) = o?).

Solutions
1. Modéle AR (Ry(k)#0 )

x(n) entrée bruit blanc, y(n) signal aléatoire a modéliser h(n) filtre formeur (modele math)

entrée bruit blanc + ergodisme a,= -a, o,’=1-a’
2. Ruk)=0s’ 8(k) Sx(f)=0:2 , MA d’ordre 2, R,(0)=1+b;’+b*, Ry(1)=bi(1+b2), Ry(2)=b>
R, (k)= 0 pour k=0
3. uy(n) = 0 entrée bruit blanc, SSL =sortie SSL

Exercice 03 :

1. On considére un processus de la forme X(n) = 0 + W(n) ou W(n) est un processus gaussien de
moyenne 0 et de variance 1 tel que W(n) et W(j) sont indépendants si n#j. On suppose que 0

suit une loi N (0, 6%) indépendante de W(n) n€Z.
- Caractériser le filtre de Wiener permettant d’estimer 0 a partir de Xu, Xn-1, ..., Xn-p+1.
- Calculer les coefficients du filtre.

2. On considére un processus de la forme X(n) = b(n) + ab(n-1) + W(n) ou W(n) est un processus
gaussien de moyenne 0 et de variance o tel que W(n) et W(j) sont indépendants si n#j. On

suppose que b(n) est une variable aléatoire uniforme a valeurs dans {—1,1}, indépendante de
(W(n) ) n€Z et que de méme, b(n) et b(j) sont indépendants si n # j (P(b(n) =1) =P(b(n) =—1)

=1/2.
= Construire un filtre qui estime b(n).

3. On considére un probléme d’estimation de bruit b(n). Le signal observé est x(n) = s(n) + b(n) -

b(n -1) . On suppose que le signal s(n) est centre avec Rs(n)=0.8" et qu’il est décorrelé du bruit

dont I’autocorrélation est Rpn(n)=0.8d(n).

= Déterminer les moyennes statistiques de s(n) et b(n).
= Quand a-t-on recours au filtre de Wiener ?
= Donner les équations de Wiener-Hopf permettant d’estimer b(n)

= Déterminer le filtre de Wiener d’ordre 2 permettant de retrouver le signal utile b(n) .
= Exprimer b(n)

Solutions

1. Rx(0)=1+0? , Rix(k>0)= 6? , Rox(k)=0> , bi=6%/(No>+1)

2. Rux(1:3)=(1+0?+02, a, 0) , Rex(1:3) =(1, 0, 0)

3. us=0, up = 0, Sp()=0.8. Quand signal utile et bruit occupent méme plage de fréquences. b1=1/3

et by=-1/3.

Dr E. Mehallel 83 Cours traitement avancé du signal



Chapitre 4
Analyse temps-fréquence et
temps-échelle

4.1. Introduction
La plupart des signaux du monde réel ne sont pas stationnaires, et c’est justement dans

I’évolution de leurs caractéristiques (statistiques, fréquentielles, temporelles, spatiales) que réside
I’essentiel de I’information qu’ils contiennent. Les signaux vocaux et les images en sont des
exemples courants [ondelettes]. Rappelons que 1’analyse de Fourier permet une caractérisation
globale du signal (on intégre de -c0 a +00), on perd toute localisation temporelle ou spatiale, I’idéal
est de faire appel a une transformation qui nous apporte 1’information sur le contenu fréquentiel
tout en préservant la localisation (temporelle ou spatiale) afin d’obtenir une représentation
temps/fréquence ou espace/échelle du signal. C’est ainsi que deux théories ont été élaborées, la
transformée de Fourier a fenétre glissante puis la transformée continue par ondelettes.

Les ondelettes, famille de fonctions déduites d’une méme fonction, appelée ondelette mere,
par opérations de translations et dilatations, ont trouvé, de par la puissance de leur théorie, des
applications dans de nombreux domaines aussi variés que les mathématiques (analyse,...), le
traitement du signal (compression, astronomie, ...), la physique (mécanique quantique,...).

4.2. Analyse temps-fréquence

4.2.1. Transformée de Fourier : inconvénients

L’analyse fréquentielle compléte 1’analyse temporelle en fournissant des informations sur la
répartition en fréquences de I’énergie du signal concerné, les méthodes conventionnelles utilisées
sont celles de Fourier. Ces méthodes sont des outils mathématiques trés utilisées, transformant le
signal de sa base temporelle a une base fréquentielle (sommes des fonctions exponentielles). La
transformée de Fourier (TF) d’un signal x(t) définie par :

0]

TF{x(t)} =< x(t).e /¥t > = f x(t). e J@tdt (4.1)

—
Si la TF permet de connaitre le contenu fréquentiel d’un signal, le passage en Fourier fait perdre
toute I’information temporelle. Prenons I’exemple de deux notes de piano jouées simultanément,
dont la représentation temporelle ainsi que sa transformée de Fourier sont représentés sur la figure
4.1. La lecture du spectre nous donne directement la fréquence des notes jouées.
AR LA T s ETTSTLIT LR P i N
Il_ll"l.lrl".lll I|I|I I:!II-_.- N

| 1
il-'::ll'|'|'|ll .I:I'l .-|.|

B B3 ] i - ik BT [ ] Ok 1 ] 1] b | Y] i [ i)

Figure 4.1. Représentation temporelle et fréquentiel d’un signal de piano :
les notes sont jouées en méme temps.
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On représente maintenant sur la figure 4.2 un signal de piano ou les méme notes sont jouées
I’une aprées 1’autre. Si la transformée de Fourier nous indique toujours parfaitement la fréquence
des deux notes jouées, on n’a aucune informations sur le moment ou les notes sont jouées. On
aimerait donc exploiter a la fois I’information temporelle et fréquentielle d’un signal. On est donc
obligé d’aller plus loin en définissant des transformées qui prennent en compte a la fois
I’information temporelle et I’information fréquentielle.

FRE I L T WY TR

I:i l--|I||III.|' Il I-JII|I'| .

(-] a1 =4 ail (=1 § =21 [ ] 1

n

=
e p— e

[ 1

Figure 4.2. Représentation temporelle et fréquentiel d’un signal de piano :
les notes sont jouées 1’une apres 1’autre.

On présente ici les deux représentations temps-fréquence principales : la transformée de
Fourier a courte terme et la transformée en ondelettes. Pour cette dernicre, on parlera plutot de
transformée temps-échelle.

4.2.2. Dualité temps- fréquence et Transformée de Fourier a court terme (STFT)

Afin de remédier a ce défaut, Dennis Gabor (1946) a introduit la notion de 1’analyse temps-
fréquence et a adapté la TF pour une analyse spectrale «local » du signal dans le domaine
temporel, a ’aide d’une fenétre que I’on fera « glisser » le long du signal. L’idée générale est de
calculer la TF non pas sur le signal entier, mais sur une fenétre glissante pour pouvoir suivre
I’évolution temporelle des composantes fréquentielles. Cette adaptation de Gabor appelée
transformée de Fourier a court terme TFCT ou (STFT : Short-time Fourier transform) présente le
signal en une fonction a deux dimensions en temps et en fréquence. On va donc faire la corrélation
du signal avec différents atomes temps-fréquence qui auront une certaine concentration (ou
résolution) en temps et en fréquence. La transformée de Fourier a court terme d’un signal x(t) est
définie par :

STFT{t,w)} =< x(w). g(t — t)e /¥ >= f x(1).g*(r — t)e /¥t (4.2)
Ou g(t) est une fenétre de pondération (Rectangulaire, Bartlett, Hanning, Hamming, ... etc.)

Il faut relever n’existe pas qu’une seule STFT puisqu’elle dépend de : La durée de la fenétre
(choisie pour que le signal soit supposé stationnaire sur cette durée), la forme de la fenétre
(compromis largeur-hauteur des lobes), le taux de recouvrement entre les fenétres.

Le choix de la taille de la fenétre est pertinent et il pose probleme lorsqu’il doit étre fixe, en effet :
= Une faible taille de fenétre favorisera la résolution fréquentielle au détriment de la
résolution temporelle. C’est-a-dire risque de non stationnarité.
= Dans le cas contraire, on aura une mauvaise résolution fréquentielle pour une bonne
résolution temporelle.
C’est ce qu’on appelle habituellement “’Principe d’incertitude d’Heisenberg’’ : impossible
de localiser précisément un signal en temps et en fréquence.
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Le compromis entre la résolution temporelle Az et la résolution fréquentielle Aw dépend du choix
de la fonction de pondération g(¢). Deux impulsions dans le domaine temporel ne peuvent étre

distinguées que si la distance qui les sépare est supérieure a At :
2 2
o [£]gle) at
2
[le) dt

De méme, Aw correspond a la différence fréquentielle minimale pour que deux sinusoides pures

(4.3)

puissent étre discriminées par la transformée de Fourier a court terme :
2 2
- Iw |g(a)l dow
=
[lg(@)[ do

Le principe d’incertitude d’Heisenberg dit en fait que le produit de ces deux résolutions a une
borne inférieure, ce qui signifie bien qu'une amélioration de la résolution temporelle ne peut étre
obtenue qu’au détriment de la résolution fréquentielle et vise versa :

Aw (4.4)

Ahw> L (4.5)
2

Le principe d’incertitude d’Heisenberg, nous certifie qu’on ne peut pas avoir une localisation
parfaite a la fois en temps et en fréquence. En d’autres terme, si on obtient une bonne résolution
en fréquence (petit valeur Aw ), on aura un temps d’observation long (long valeur de At ) et donc
la résolution en temps sera mauvaise. Par contre, dans le cas d’une meilleur résolution en temps
(petit valeur Az ), une bande fréquentielle large est présente ( large Aw ).

Cependant, la TFTC présente aussi un inconvénient majeur a savoir la taille de la fenétre est
fixe. Evidemment, que nous pouvons la choisir, mais durant toute la durée de I’analyse du signal,
la fenétre gardera la méme taille. Or un signal, souvent non stationnaire, peut présenter une
variabilité qui évolue fortement dans le temps. Alors si on choisit :

= Une fenétre de taille faible nous allons favoriser les détails rapides du signal
= Dans le cas contraire nous n’allons plus pouvoir localiser dans le temps ces mémes détails
rapides.
Remarque : La solution est de choisir une fenétre de taille variable.

Pour mieux expliquer la différence entre une taille fixe et une taille variable de la fenétre
d’analyse, reprenons le principe des boites de Heisenberg pour les deux cas :

ail LS
At 1
1
L | . | | o,
.-___-' 1] |1 Aw I ! :
! e
At o
- = H | ]
H-:" ""'["__ |! A(l) ! "||":I
1 1 _— ET = o
' ! .' * oo
1 H il
P s iy i S L P
= ol e, S e b e e ) i T "-x-_.-'" —
Cas de la transformée de Fourier a court terme Cas de la Transformée en ondelettes

Figure 4.3. Boite de Heisenberg représentant un atome temps-fréquence.
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On appelle généralement Spectrogramme le carré du module de la transformation de Fourier a

court terme associ¢ a une distribution d’énergie (carré du signal) et qui prend la forme :
2

foox(r).g*(r —te J®7dr (4.6)

Le spectrogramme est une analyse mono-résolution; on ne pas €tre a la fois « précis » en temps et
en fréquence. Cependant, pour une large classe de signaux réels, les zones d’énergie sont non-
stationnaires sur des périodes courtes a haute fréquence d’ou l’intérét d’une analyse multi-

S.(t,w) =

résolution.

4.2.3. Nécessité de I’analyse d’ondelettes

Bien que délivrant une information temporelle, la transformée de Fourier a court terme
s’avere toutefois insuffisante pour certaines applications. Cette derniére repose sur I’emploi d’une
« fenétre glissante », dans laquelle on considére que le signal est localement stationnaire, est
utilisée comme masque sur le signal a analyser. Cependant, la fenétre étant définie pour tout le
signal, la résolution d’analyse est fixe : la transformée ne pourra étre efficace a la fois sur des
signaux a faibles fréquences et sur des signaux a fréquences élevées, ce qui limite 1’adaptivité
d’une analyse par transformée de Fourier a court terme. Donc I’inconvénient majeur de la TFCT
est la taille fixe de la fenétre. L’outil idéal serait une fenétre qui s’adapte aux variations de
fréquence dans le signal a analyser. Cet outil existe, il s’agit de la récente analyse en ondelettes.

L’analyse par ondelette est introduite pour résoudre ces problémes, en permettant I’analyse
spatio-temporelle de signaux a différents niveaux de résolution. Elle est congue pour étre
adaptative, ¢’est-a-dire on utilise un intervalle de temps long quand on a besoin de plus de précision
dans I’information fréquentielle basse ; et on utilise des petites régions quand on a besoin des
informations sur les hautes fréquences.

A A
a o
= L)
| =
= b
fw 3
£ b4
< T

Temps ] ~ Temps
Domaine temporel Domaine fréquentielle
(Shannon) (Fourier)

ek} ek}
[ [
A S
=3 =3
[a [a
-\.E "E
L L

Analyse par STFT(Gabor) Temps Analyse par ondelette Temps

Figure 4.4. Pavage temps-fréquence symbolisant différentes
représentations d’un signal.
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4.3. Ondelettes continues, discrétes et ondelettes dyadiques
4.3.1. Ondelettes continues

Elle a ét¢ introduite par Jean Morlet en 1981 pour résoudre des problémes de signaux
sismiques en recherche pétroli¢re. Partant d’une fenétre g (dite fonction mére) ayant pour symbole
y dépendant de 7, on peut générer un ensemble de fonctions de base similaire par dilatation (indice
a) et translation (indice ) d’un seul prototype v/,

1 t—b

Wap (t) = ﬂl//(_j avec (a, b) eR? et a=#0 4.7)
a a

Ou les coefficients a et b désignent respectivement le facteur d’échelle pour la dilatation de y/,

et le facteur de translation. La figure 4.5 présente un exemple de génération d’une base
d’ondelettes. L’ondelette mere utilisée dans cet exemple est celle de Grossman et Morlet (1984).
Son équation est :

w(r)=cos(51) exp(— gj (4.8)

1
o8t 4
0.6} | -

0.4} | -

0.2} | | .
0 |7 — | g
02} ! - ! i

0.4} 1] ' .

-0.6 | ! R

-0.8} -

s BT s o 5 10 15 20 25
Figure 4.5. Génération d’ondelette par dilatation et translation

De gauche a droite, une ondelette contractée (a=1; b=-10), L’ondelette mére (a=1.5; b=0) et une
ondelette dilatée (a=2 ; b=20).

Remarque : Toutes ondelettes générées ont la méme énergie que 1’ondelette mere.

Définition : La transformée en ondelettes (TO) d’un signal x(¢) peut donc étre définie comme la
projection sur la base de ces fonctions ondelettes :

X(a,b)= TO(x( ) = X,W,, > \/7 Ix(t) l//(—) dt (4.9)
X(a,b) = f x()y,,(t).dt (4.10)

Ou w(t) est une fonction d’énergie finie.

La quantité | X(a, b)|? est appelée scalogramme de x(t).

Le noyau de la transformée en ondelettes y(t) est appelé 1’ondelette mere (exemple Morlet, Haar,
..etc.), et il a généralement un spectre a bande étroite.
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L’ondelette mére peut étre interprétée comme une sinusoide fenétrée et pondérée (comme
I’ondelette de Morlet). Donc la transformée en ondelettes peut €tre considérée comme une sorte
de transformée de Fourier a court terme. En effet, le parametre d’échelle d’une transformée en
ondelettes est analogue a la fréquence dans une transformée de Fourier.

Inversion de la transformée en ondelettes continue : On outre, de fagon a assurer 1’inversibilité de
la transformée en ondelette, la fonction y doit vérifier un certain nombre de propriétés.

La premiére d’entre elles se nommé condition d’admissibilité.

C, = 27z+jzo

0

t/}(a))|2d—a)<oo 4.11)
w

Cette condition permet d’analyser le signal, puis de le reconstruire sans perte d’information.
La condition d’admissibilité implique en outre que la transformée de Fourier de I’ondelette a la
fréquence du continu (pour) doit étre nulle.

Tout comme la transformée de Fourier, la transformée en ondelettes est inversible.

+00 +00
5O == [ [ x| W) W dadd @.12)
CV/ e
Ondelettes réelles et complexes :
Les ondelettes réelles sont bien adaptées pour détection de changements brusques dans un signal.
Les ondelettes complexes (ou analytique) sont utilisées pour séparer la phase et I’amplitude des
composantes d’un signal.

4.3.2. Ondelettes discrétes et Ondelettes dyadiques
Dans les applications, comme le traitement des images, la quantité d’information a traiter peut
étre importante, il est nécessaire d’optimiser les calculs et la taille des données. La transformée en
ondelettes dyadique est une représentation invariante par translation car le paramétre de translation
n’est pas échantillonné. Pour construire cette représentation, les fonctions de bases sont générées
a partir d’une fonction mére par :
= Dilatations ou contractions dyadiques par un facteur a = 27/ ;
= Translations binaires pour une échelle donnée de dilatation 27/ les translations sont b = k277,
k entier.

Donc les fonctions de bases sont dénombrables et générées a partir d’une fonction meére par
dilatations et translations dyadiques :

v () = V2iy(27t — k)
t=+oo (4.13)
9G =[x 7,0
t=—o00
Cette transformation dyadique est aussi connue sous le nom de transformée en ondelettes discretes.
Pour un j donné les supports des v; . (t) sont disjoints et contigus.

Chaque fonction de base Z . (t) est caractérisée par sa largeur (échelle) 277 et sa position k.

En représentation (temps, fréquence), chaque fonction de base représente approximativement un
rectangle de largeur 27/en temps et de largeur 2j en fréquence.
La fonction x(t) peut étre reconstruite par :
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LCEDWPIICING (414)
Ou encore :
x(6) = goB(®) + (D) + ) > gl w2t — k) (4.15)
k>0pez

La transformation en ondelettes discréte est presque naturellement associée a des algorithmes plus
efficaces et plus rapides que des algorithmes du type FFT qui utilisent la transformée de Fourier.
Une famille d’ondelettes par exemple couramment utilisée dans la transformation en ondelettes
discréte est la famille infinie des ondelettes orthogonales de Daubechies : c’est une des familles
d’ondelettes les plus performantes.

4.4. Analyse multi-résolution et bases d’ondelettes
L’idée de 1’analyse multiresolution (AMR) définie par Meyer et Mallat en 1989, est un outil

mathématique permet d’analyser un signal a différentes échelles a travers des opérateurs linéaires
a des niveaux de résolutions correspondant a différentes bandes de fréquences spatiales. L’AMR
permet de rapprocher I’analyse en variable d’espace avec 1’analyse en variable de fréquence. Elle
formalise 1’idée intuitive selon laquelle tout signal peut étre construit par raffinements successifs,
c’est-a-dire par I’ajout de détails lorsque 1’on passe d’une résolution a la suivante.

Une analyse multirésolution de L*(R) est une suite de sous-espaces vectoriels fermés de

L*(R) vérifiant les conditions suivantes :

. 0)..cV,cVcV,cV,...cV,, cV,,..L'(R) (a)
V(i,)eZ’, f(t)eV, < f(t-2"k) eV,
2' V(l,]) € 27 V_/'+1 = V/' (b)
.. t

3. V(Z,J)EZ,f(l)EVj Qf(E)EVjH (C)

# U r=r® (d)
f=’°°jeZ

5. () V=10 (e)
f=’°°jez

6. dpt) eV, \ {(p(t —k),keZ } base orthonormée de ¥ ®

Dans ce contexte, "AMR d’un signal f(t) de L*(R) consiste a calculer les projections
orthogonales de f(t) sur les espaces V, , j € Z . Donnons maintenant quelques explications

intuitives concernant cette définition ainsi que certaines de ses conséquences :
= La premiére propriété (relation (a)) montre que V), est I'image de V; par une dilatation d’un

facteur de « 2 » ; autrement dit, elle assure que toute fonction de L*(R) peut-étre approchée
dans cette analyse ;

= La deuxiéme propriété (relation (b)) montre que pour tout j,V,,, est un sous espace de V;, ce

+1

qui revient a dire qu’un signal basse résolution est aussi un signal haute résolution ;
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= La relation (d), respectivement (e) montre que Iintersection des V; est réduite & « 0 » dans L

(a la résolution minimale, on perte toute I’image) et que la réunion de ¥, est dense dans L’ @

la relation infinie, on reproduit parfaitement tous les signaux) ;
= La condition (c) assure que les espaces V, correspondent a différentes résolutions, tandis que

I’invariance par translation f eV, — f(t—2"n)eV, , Vn e Z estune conséquence de (a).
= Une base orthonormée peut se déduire d’une base de ¥, a partir d’une seule fonction ¢(t)

appelée fonction d’échelle en construisant dans le cas dyadique par :

J _
0,,()=2"29027t-n) j, nez (4.16)
Les coefficients d’approximation a’ , d’un signal f'(¢) au a ’échelle « j » sont obtenus par la

projection du signal sur les ¢éléments de la famille ¢, @ 4, f = z< f.@;.,)9,, ou le produit

scalaire a) =(f.¢,,) .

La différence d’information entre deux résolutions successives conduit a introduire les coefficients
de détail, de sorte que les coefficients d’approximation a une résolution donnée se calculent a partir
des coefficients d’approximation et de détail a la résolution suivante.

Pour compléter 1’analyse nous avons besoin d’un espace complémentaire W . (espace des
J

détails) orthogonal a ¥, dans ¥, . L’ensemble des ¥, couvre tout ’espace L’ (R) etles W, sont

+1
orthogonaux deux a deux.
De fagon similaire aux V;, les W, vérifient un certain nombre de conditions :

0 W.=L(R)
D W, = {0}

fOeW, < fHeW,
fOeW, < f(t-k)eW, VkeZ
Les espaces Vet W, sont liés entre eux par la relation V, =V, ®@W, . Les espaces

d'approximations (V) et de détails (W) étant orthogonaux, toute I’information du signal est

conservée. Par conséquent, nous pourrons reconstruire exactement notre signal. La fonction
générant WV, est une fonction d’ondelette y en construisant dans le cas dyadique par :

v, 0)=22p7i-n)  nez (4.17)
Constitue une base orthonormée de L*(R), une fonction ondelette w(¢) de W,, est prise de telle
sorte que la famille : {y(t—n) ,n € Z } soit une base orthonormée de 7.
Les coefficients de détails d/ , d’un signal f(¢) au a I’échelle « j » sont obtenus par la
projection du signal sur les €léments de la famille v, ,: D, f = Z( Sfsw; v, oupar le produit
scalaire d) =(f.y,,) .
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Vo I

|
v v

v

. —

Figure 4.6. Schéma de I’analyse Multirésolution

Nous pouvons considérer que notre signal correspond a I’espace V. Cet espace sera ensuite

décomposé en deux espaces : un espace d’approximations et un espace de détails. L’espace
d’approximation nous permettra d’extraire les basses fréquences de notre image d’origine.
L’espace des détails nous servira pour extraire les hautes fréquences. L’opération s’effectue
récursivement sur les espaces d’approximation. Nous obtiendrons alors une analyse fréquentielle
des hautes fréquences avec les espaces des détails et une analyse des basses fréquences grace aux
espaces d'approximation. Nous aurons alors plusieurs images correspondant a différentes bandes
fréquentielles.

4.4.1. Application de I’algorithme de de I’analyse multirésolution Stéphane sur un signal
4.4.1.1. Décomposition

L’analyse multirésolution permet de décomposer un signal donné f(¢) en coefficients
d’approximation et de détail a partir d’une fonction d’échelle ¢(¢) et d’une fonction d’ondelette
mere/(¢), chacune de ces fonctions est estimée au moyen des séquences A(n) et g(n) et il suffit
de connaitre les valeurs de /4(n) pour effectuer la décomposition par une analyse multirésolution.
On peut écrire I’approximation du signal f (t) a la résolution 2’/ grace a l'opérateur 4; en

décomposant le signal sur la base orthogonale définie ci-dessus :
vf(t)e *(R): A, f(t)=2" Z<f 0, (=27 nhe,, (t-27n) (4.18)

L’approximation de Azdj f (t) (approximation discréte de f (t)él la résolution 2’) est définie par

I’ensemble des produits internes données par :

A f=(feyp,lt-27n)  nez (4.19)
L'équation (4.19) peut aussi s’écrire de la maniere suivante :
45 f = (0o, Cofa7n)], (4.20)

L’équation (4.20) peut tre interprété comme suit :A2 ] (t), est obtenue par un filtrage passe bas
de f (t) suivie d’un sous-échantillonnage d’un taux 2’ [52]. Azdj f peut-étre donc obtenue a partir

de A°

2/+1

f (approximation discréte a la résolution ( j+ 1)) par:
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AL f = hlk-2n)4l., = Zh (2n—k)A,., (4.21)

Avec, h [n]=h[-n], h est la réponse impulsionnelle du filtre miroir 4 . A1n51A ,f peut étre

calculé en convoluant A2 ,f avec le filtre h eten gardant un échantillon sur deux du signal de

sortie, d'ou un phénoméne de décimation (Figure 4.7).

ae F j
i
l 2 I : Garder un échantillon sur 2

Figure 4.7. Décomposition unidimensionnelle par ondelettes.

On appelle détails du signal a la résolution 2/, la différence d’information entre les approximations

d’un signal £(¢) a la résolution 27 et 27+
Ainsi Dif =, =27 n) =[(r(0) v, ()2 n)] (4.22)

L’équation (4.22) représente le signal de détails discret a la résolution 2/ . D,j,. f peut étre obtenue

en convoluant 4°_, f avec un filtre de réponse impulsionnelle g (filtre passe-haut) suivie d’une

2. j+l
opération de décimation (en gardant un échantillon sur deux du signal de sortie) suivant la formule
ci-dessous :

+00

DY =Y glk—2n)4l. [ = Z gn-k)Al. f (4.23)

n=—o0

Notons que les filtres # et g sont relies par la relation suivante :
g[n]=(=1)"n[1-n] (4.24)
Les équations (4.20) et (4.23) montrent qu’on peut calculer les coefficients d'ondelettes en fonction

des différentes approximations suivant le schéma représenté sur la figure.4.7. Les filtres Het G
appelés en traitement du signal : filtres miroirs en quadrature.

4.4.1.2. Reconstruction
La décomposition sur la base d’ondelettes orthogonales permet d’avoir une reconstruction

exacte du signal originel en ajoutant a I’approximation discréte a la résolution 2/ le signal de détail
correspondant.

Al f = Z hln—2k] 42 (k)+ i gln—2k]D¢ (k) (4.25)
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Cette reconstruction est montrée par la figure 4.8.Chaque coefficient d’approximation est
obtenu par la somme du filtrage par / des coefficients d’approximation a la résolution précédente
auxquels sont intercalés des zéros et du filtrage par g des coefficients de détails (d’ondelettes)

auxquels sont €également intercalés des zéros, d’ou un phénoméne de sur-échantillonnage.

g h
T —
: Insérer un zéro entre deux échantillons

Figure 4.8. Reconstruction unidimensionnelle par ondelettes.

4.': 1

4.4.2. Application de I’algorithme de I’analyse multirésolution sur une image

a) Décomposition

La théorie des ondelettes peut étre particulierement généralisée aux cas multidimensionnel.
Bien que s’appliquant aussi dans le cas monodimensionnel, le concept de I'analyse multirésolution
décrite précédemment, a été introduit par Mallat (1989) pour une application a I’image. Dans ce
but, on introduit une fonction d'échelle bidimensionnelle séparable, cette fonction est définie
comme étant le produit de deux fonctions d’échelle unidimensionnelle définie par :

o(x.y)=0,,(x)0,, (v) (4.26)
Oug,, (x)et i (y) sont respectivement la fonction d'échelle appliquée dans la direction « x »,

et la fonction d'échelle appliquée dans la direction « y ».
Une analyse multirésolution dans le cas bidimensionnel est une séquence de sous espaces emboités
de L*(R?). Les définitions dans le cas unidimensionnel sont valables dans le cas bidimensionnel.

Une fonction d’échelle est ainsi définie et la famille des fonctions d’échelle définie par :
[2"j ?, (x -27n,y-2" m)](m,n)ez2 = [2‘j ?, (x -27 n)(pz/ (y -2 m)](m’n)ez2
forme une base orthogonale de (Vj )

L'approximation discréte du signal image f (x, y) a la résolution 2’ est définie par :

alf = [Fwy)o, c=27np, (r-27mh] . (4.27)

L'expression de la différence d'information existante entre deux approximations successives d'une
méme image s'effectue a 1'aide de trois ondelettes directionnelles qui s'expriment sous la forme :

v’ () =y, &y ()
v (xy)= 0,6y, () (4.28)
v (ey)=v,. (0o, (v)

Ou w”,w",w" sont respectivement les ondelettes permettant le calcul de la différence

d’information dans les directions diagonales, horizontales et verticales.
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Les signaux de détails a la résolution 2/ sont donnés par :

D = [( £, v), 1//5 (x -27n,y-27 m>](m ez? détails horizontaux

D! = [(f(x,y), v, (x -27n,y-27 m>](m’n)ez2 détails verticaux

D} = [<f(xay)7l//£ (x -27n,y-2" m)](m’n)ezz détails diagonaux

(4.29)
(4.30)

4.31)

Comme dans le cas monodimensionnel, le calcul des approximations successives s’effectue a

I’aide des filtres numériques. Dans le cas de l'image, les filtres seront appliqués en lignes puis en
colonnes. La figure 4.9 présente 1’analyse d’une image numérique par 1’algorithme de Mallat.

T p il

O

a—
N

LIGNES

pfalala
2

COLONNES

Figure 4.9. Algorithme de décomposition de Mallat a deux dimensions.

b) Reconstruction :

a—
N

La reconstruction se fait d’une maniere récursive. On reconstruira ainsi toutes les

approximations a travers 1’axe des résolutions en ajoutant a I’approximation discréte a la résolution

2/ les signaux des détails correspondants. La figure 4.10 présente 1’algorithme de reconstruction

de Mallat appliqué sur une image numérique.

-'-!

;

D;,

¢

4\
\J

E
37

e

COLONNES

SR

LIGNES

:

Figure 4.10. Algorithme de reconstruction exacte de Mallat
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La présentation d’une analyse multirésolution s’effectue généralement selon le schéma de la figure
4.11.

o} L] le‘

'DﬂlT FI'.;

L
Figure 4.11. Présentation d’une analyse multirésolution a 3 niveaux
a I’aide de I’algorithme de Mallat

) % i
7l

La figure 4.12 est un exemple d’analyse multirésolution appliquée a I’image de Lena a I’aide de
I’algorithme de Mallat, en utilisant comme base de décomposition 1’ondelette de Haar, et pour des
échelles différentes.

(2) Image a la résolution 1

(3) Image a la résolution 2 (4) Image a la résolution 3

Figure 4.12. Analyse multirésolution appliquée a I’image de Lena a 1’aide de 1’algorithme de Mallat.
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4.5. Bases d’ondelettes orthogonales

4.5.1. Ondelettes orthogonales
a) Ondelette de Haar

Historiquement, la premicre base orthonormale d’ondelettes est la base de Haar [33].
L’équation de la fonction d’ondelette est :

1 Si 0 <¢t< ;—
(4.32)

l//(t)z -1 si ;—Stﬁl

0 sin on

0.8 4 0.9
0.6 9 0.8
0.4 4 0.7

0.2 4 0.6

-0.2 9 0.4
-0.4 4 0.3
-0.6 4 0.2

-0.8 9 0.1

@ | (b)

Figure 4.13. Ondelette de Haar : (a) I’ondelette. (b) la transformée de Fourier

Cette ondelette est trés simple et donc facile a mettre en ceuvre algorithmiquement. De plus,
son support est compact : elle est bien localisée en espace.

b) Les ondelettes a support compact de Daubechies

La théorie des ondelettes a support compact a été publiée par I.Daubechies en 1988. 1l a
supposé une construction d’ondelettes orthogonales a support compact comme la fonction de Haar.

Une ondelette de Daubechies construit une base orthonormée de L*(R) de la forme :

22y (27— n) (4.33)

Les ondelettes de Daubechies, trés couramment utilisées car présentant de bonnes propriétés,

sont connues dans le cadre de 1’analyse multirésolution comme des ondelettes orthogonales
possédant une régularité choisie. Elles sont des ondelettes a support compact et non symétriques,
ceci peut étre problématique dans certains problémes comme la détection de contour. Cette

- : : 1 1
ondelette se construit a partir de deux coefficients — et —

V22
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(a) @, N=2 (b) v, N=2

(b) w., N=4
(@) ¢, N=8 (b) v, N=8

Figure 4.14. Exemple des ondelettes biorthogonales a support compact de Daubechies
(a) Fonction d’ondelette. (b) Fonction d’échelle.

4.5.2. Ondelettes biorthogonales

En traitement d’image, il est trés important que les filtres d’analyse/synthése soient
symétriques. De plus 1’ondelette mere doit étre suffisamment réguliere, et enfin, pour des raisons
de cotts liés au calcul, il est souhaitable d’avoir des filtres courts. Malheureusement toutes ces
conditions ne peuvent étre satisfaites simultanément par une ondelette a I’exception de I’ondelette
de Haar. Ainsi la contrainte de symétrie impose relativement de la contrainte d’orthogonalité en
utilisant des bases biorthogonales Les ondelettes biorthogonales ont été proposées
indépendamment en 1992 par Cohen, Daubechies et Feauveau. Elles constituent une généralisation
des ondelettes orthogonales. Dans le cas biorthogonal, on a deux bases duales, v, , et ¥, ,

chacune étant générée a partir de la dilatation et de la translation d’une ondelette mére .

La décomposition d’un signal donné f* sur une base biorthogonales est définie par :

f = Z< f’l//m,n > l/7lm,n (434)

m,neZ
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Les coeftficients d’ondelettes sont alors donnés par :

C,.(f)=<fw,,> , mneZ (4.35)

Les ondelettes biorthogonales sont a phase linéaire et a support compact et de régularité suffisante.
De plus les conditions sur les filtres sont plus souples que pour les ondelettes orthogonales. Mais
la transformées nécessite deux ondelettes, de plus elles peuvent avoir des régularités tres
différentes. Un exemple d’ondelettes biorthogonales spline est représenté dans la figure 4.15.

4 5
2
) 0
-2
-4 -5
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
0.8 1
0.6 0.5
0.4 )
0.2 -0.5
0 -1
0 2 4 6 8 ) 2 4 6 8
(a) wet, N=3 (b) et , N=3
2 4
2
1
)
)
2
-1 -4
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
0.8 1
0.6 0.5
0.4 )
0.2 -0.5
) -1
0 5 10 15 20 ) 5 10 15 20
(a) wetir, N=9 (®) et i, N=9

Figure 4.15. Exemple des ondelettes biorthogonales de Spline
(a) Fonction d’ondelette. (b) Fonction d’échelle.
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4.6. Transformée de Wigner-Ville

Pour remédier aux inconvénients de la transformée de Fourier a courte terme et la transformée
en ondelettes, des distributions temps-fréquence quadratiques ont été proposées. Ces distributions
permettent une meilleure résolution temps-fréquence car elles ne sont pas contraintes par le
principe d’incertitude d’Heisenberg-Gabor. La distribution de Wigner-Ville (DWYV), qui peut étre
interpréter comme étant la distribution de 1’énergie en fonction du temps et de la fréquence, est
I’une de ces distributions. La DWV est définie comme suit :

Wt f) = f x(t+%)x* (t—%)e‘z’”f dr (4.36)

Ceci peut étre réalisé, entre autres, en utilisant une transformée de Fourier de la fonction
d’autocorrélation. Il s’agit principalement de la distribution de Wigner-Ville dérivée de la notion
d’autocorélation R, (t,7), donnée par :

W,(t, ) = j R, (t,1)e 2™l (4.37)

Elle peut étre interprétée comme une densité spectrale de puissance instantanée du signal.
Néanmoins, des phénoménes d’interférence entre temps et fréquence peuvent entrer en jeu et
réduisent 1’efficacité de cette représentation.

Pour réduire ces interférences, nous serons amenés a utiliser des noyaux convolutifs

W, (t, ) = II(¢, f) (4.38)
La DWV donne une concentration parfaite de la fréquence instantanée en cas de modulation
linéaire. Cependant, pour d’autres types de modulation, elle introduit des termes d’interférences
internes dans la distribution. De plus, elle produit des interférences externes appelées “cross-
terms” dans le cas de signaux multi-composants a cause de sa non-linéarité.
En pratique, une version lissée de la DVW est souvent préférée. Elle est nommée la
distribution de Wigner-Ville lissée et définie par :

W,(t, f) = f_ +Oop(r) x(t +%)x* (¢ —%) e=12nf gy (4.39)

Ou p(7) est la fenétre de lissage qui permet de réduire I’amplitude des termes d’interférences.

Les techniques mentionnées ci-dessus représentent la distribution énergétique du signal dans le
plan temps-fréquence (ou temps-échelle). Elles sont toutes une convolution temps-fréquence,
temps-échelle d’un noyau avec la distribution de Wigner-Ville (Classe de Cohen, Classe de Rioul-
Flandrin).
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